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1 INTRODUÇÃO

A dinâmica populacional aborda a variação, tanto no tempo como no espaço,
das densidades e dos tamanhos das populações, visando uma melhor compreensão quanto ao
número de indivíduos de uma determinada população, assim como os fatores que a influen-
ciam. Muitos dos problemas que abordam a interação entre populações, modelados por meio
de equações diferenciais parciais (EDP’s), são conhecidos como as equações predador-presa.

Os primeiros modelos matemáticos para descrever a dinâmica de populações
são datados dos séculos XVIII e XIX. Em 1798, Thomas Robert Malthus (1766-1834) publicou
a obra An Essay on the principle of population [24], na qual previa que o crescimento popula-
cional se daria por uma progressão geométrica, enquanto os meios de sobrevivência cresceriam
em progressão aritmética. Matematicamente, o modelo proposto por Malthus para descrever a
dinâmica de uma população Sj , pode ser descrita pela equação (1.1)

dSj
dt

= βS

S(0) = S0,

(1.1)

(1.2)

onde β > 0 é a taxa de crescimento intrínseco da população e S0 é a população inicial. A
solução analítica da equação (1.1), com a condição inicial (1.2), é dada pela equação (1.3)

S(t) = S0 exp(βt), t ≥ 0. (1.3)

Portanto, pode-se verificar que o modelo de Malthus prevê que a população crescerá exponen-
cialmente. Ilustra-se na figura 1.1 o resultado do modelo e Malthus, considerando S0 = 20 e
β = 0.5, evidenciando o comportamento exponencial do modelo.
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Figura 1.1: Modelo de Malthus considerando S0 = 20 e β = 0.5.
Fonte: Autor
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Acreditando que o modelo de crescimento de Malthus não era adequado para
explicar a expansão demográfica de um país, Pierre-François Verhulst (1804-1849) elaborou
considerações complementares às apresentadas por Malthus [27]. Verhulst incorporou uma
limitação ao modelo reduzindo a taxa de crescimento e inibindo o crescimento exponencial
[35]. A dinâmica populacional proposta por Verhulst (1838) pode ser descrita matematicamente
pela equação diferencial não linear dada por (1.4)

dS

dt
= β

(
1− S

k

)
S

S(0) = S0,

(1.4)

(1.5)

onde β > 0 é a taxa intrínseca de crescimento da população, S0 é a população inicial e k > 0 é
o nível de saturação da população, determinado pelos recursos disponíveis para a população. A
solução analítica da equação (1.4), com a condição inicial (1.5), pode ser descrita pela equação

S(t) =
S0k exp(βt)

k + S0(exp(βt)− 1)
. (1.6)

Ilustra-se na figura 1.2 soluções da equação (1.4) para S0 = 20, 100 e 300, e k = 200. Observa-
se que para t > 15, todas as populações atingiram o nível de saturação k = 200.
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Figura 1.2: Modelo de Verhulst considerando k = 200 e β = 0.5.
Fonte: Autor

Em 1971, Montroll propôs um modelo para generalizar o modelo de Verhulst,
o qual incluiu um parâmetro que indica a posição do ponto de inflexão da curva de crescimento.
O modelo de Montroll é descrito pela equação diferencial não linear dada pela equação (1.7)

dS

dt
= β

(
1−

(
S

k

)α)
S

S(0) = S0,

(1.7)

(1.8)
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onde α é o indicador da posição do ponto de inflexão da curva, β > 0 é a taxa intrínseca de
crescimento da população, S0 é a população inicial e k > 0 é o nível de saturação da população.

Verifica-se ainda, que o modelo de Montroll pode ser considerado como uma
generalização do modelo de Verhulst, uma vez que ao considerar α = 1 na equação (1.7) obtém-
se a equação (1.4). A equação (1.7), com condição inicial dada pela equação (1.8), possui a
solução analítica dada por

S(t) =
S0k

[Sα0 − (Sα0 − kα) exp(−αat)]
1
α

. (1.9)

Ilustra-se na figura 1.3 soluções da equação (1.7) para S0 = 20, 100 e 300, e k = 200. Observa-
se que para t > 25, todas as populações atingem o nível de saturação k = 200.
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Figura 1.3: Modelo de Montroll considerando k = 200, α = 0.5 e β = 0.5.
Fonte: Autor

O modelo de Montroll apresenta uma vantagem em relação ao de Verhulst,
pois é possível adaptá-lo a problemas de naturezas diversas por intermédio do cálculo do ponto
de inflexão [23]. Na figura 1.4 pode-se observar a diferença entre os modelos de Malthus,
Verhulst e Montroll para uma mesma população inicial S0 = 20.

As equações (1.1), (1.4) e (1.7) foram usadas para descrever a dinâmica po-
pulacional desconsiderando a influência de outras populações, quando muito a interação entre
a própria espécie, isto é, os modelos apresentados levam em consideração a dinâmica de uma
única população sem considerar predações.
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Figura 1.4: Comparação entre Malthus, Verhulst e Montroll, considerando S0 = 20, α = 0.5,
β = 0.5 e k = 200.

Fonte: Autor

Em 1920 teve início os primeiros estudos matemáticos destinados a descrever
as interações entre populações. Alfred Lotka (1880-1949) e Vito Volterra (1860-1940) propu-
seram em 1925 e 1926, respectivamente, de forma independente, um modelo para a interação
entre espécies [22, 36]. O modelo matemático apresentado por Volterra tinha como objetivo
a análise das variações cíclicas observadas nas populações de tubarões e pequenos peixes no
mar Adriático. Simultaneamente, Lotka desenvolveu um modelo para descrever reações quí-
micas, nas quais as concentrações dos elementos químicos oscilavam, um processo semelhante
que ocorre com populações em competição. O modelo de Lotka-Volterra foi pioneiro ao des-
crever matematicamente a interação entre duas populações distintas (presas e predadores). A
introdução deste modelo, bem como as suas consequentes variações, foi uma das principais
contribuições para a dinâmica de populações. O modelo proposto, conhecido como modelo
Lotka-Volterra, pode ser descrito matematicamente pelo sistema dado em (1.10)

dS1

dt
= a1S1 − c1S1S2

dS2

dt
= −a2S2 + c2S1S2, (1.10)

com condições inciais S1(0) = S0
1 ; S2(0) = S0

2 , onde S1 > 0 e S2 > 0 denotam, respecti-
vamente, as populações iniciais da presa e do predador. As constante a1 > 0 e c1 > 0 são,
respectivamente, a taxa de natalidade da presa e a taxa de perda devido à interação com o pre-
dador, e as constantes a2 > 0 e c2 > 0 são, respectivamente, a taxa de mortalidade do predador
e a taxa de ganho devido à interação com o presa.

Considerando as constantes a1 = 1.0, c1 = 0.5, a2 = 0.75, c2 = 0.5 e as
condições iniciais dadas por S1(0) = 1 e S2(0) = 0.5, dadas em [32], obtém-se a dinâmica
populacional representada na figura 1.5.



20

	0

	1

	2

	3

	4

	5

	6

	7

	0 	5 	10 	15 	20 	25

	P
op
ul
aç
ão
	

	t	

	Modelo	de	Lotka-Voltera	

	Presa	
	Predador	

Figura 1.5: Dinâmica populacional do modelo de Lotka-Volterra considerando os parâmetros
a1 = 1.0, c1 = 0.5, a2 = 0.75, c2 = 0.5 e condições iniciais S1(0) = 1 e S2(0) = 0.5 .

Fonte: Autor

Observa-se na figura 1.5, que o modelo de Lotka-Volterra, descrito em (1.10),
descreve sistemas predador-presa que apresentam variações cíclicas, contudo não descreve sis-
temas biológicos que evoluem para uma solução assintoticamente estável ou que apresentam
extinção de populações. Para descrever tais fenômenos, torna-se necessário a inclusão de um
termo de saturação na população de presas, de tal forma a amortecer as oscilações de Lotka-
Volterra. Desta forma, para descrever uma solução assintoticamente estável ou que apresentam
extinção de populações, considera-se um termo de saturação do tipo logístico, como dado em
(1.11). 

dS1

dt
= a1S1 − b1S

2
1 − c1S1S2

dS2

dt
= −a2S2 + c2S1S2 (1.11)

com condições inciais S1(0) = S0
1 ; S2(0) = S0

2 , onde S1 > 0 e S2 > 0 denotam, respectiva-
mente, a população da presa e do predador. As constante a1 > 0 e c1 > 0 são, respectivamente,
a taxa de natalidade da presa e a taxa de perda devido à interação com o predador, as constantes
a2 > 0 e c2 > 0 são, respectivamente, a taxa de mortalidade do predador e a taxa de ganho
devido à interação com o presa e b1 a taxa de saturação da presa. Considerando as constantes
a1 = 1.0, b1 = 0.5, c1 = 0.5, a2 = 0.75, c2 = 0.5 e as condições iniciais dadas por S1(0) = 1 e
S2(0) = 0.5, dadas em [32], obtém-se a dinâmica populacional representada na figura 1.6
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Figura 1.6: Dinâmica populacional do modelo de Lotka-Volterra considerando os parâmetros
a1 = 1.0, b1 = 0.5, c1 = 0.5, a2 = 0.75, c2 = 0.5 e condições iniciais S1(0) = 1 e S2(0) = 0.5
.

Fonte: Autor

Comparando as figuras 1.5 e 1.6, onde considerou-se as mesmas condições
iniciais e constantes, acrescentando b1 = 0.5 no modelo em (1.6), pode-se observar o efeito da
saturação imposta ao modelo Lotka-Volterra.

Com o propósito de estudar os efeitos da predação de uma espécie por outra,
surgiram na literatura, trabalhos a fim de descrever matematicamente este fenômeno [9, 11, 12,
19]. No final da década de 1950, Crawford Stanley Holling realizou experimentos a fim de
investigar como a taxa de captura de presas por um predador estava relacionada à densidade
das presas [14, 15], relação esta denominada resposta funcional [33]. Holling identificou três
categorias gerais de resposta funcional. Na primeira categoria, também denominada resposta
funcional do tipo 1, o número de presas consumidas aumenta em proporção direta com a den-
sidade da presa ilimitadamente, ou seja, a porcentagem da população de presas consumidas
pela densidade da presa é constante. Na segunda categoria, reposta funcional do tipo 2, com
o aumento da população de presa, cada predador fica saciado e passa a consumir um número
constante de presa. Por fim, na terceira categoria, resposta funcional do tipo 3, o efeito de preda-
ção é semelhante ao do tipo 2, exceto na baixa densidade de presas, onde ocorre uma aceleração
do consumo de presas.

Um outro efeito específico que pode ser considerado na interação entre es-
pécies é o conhecido efeito Allee, descrito inicialmente na década de 1930 por Warder Clyde
Allee [1]. Através de estudos experimentais, Allee pôde demonstrar que a população de um
certo peixe, cresce mais rapidamente quando há mais indivíduos dentro de um tanque. Isso o
levou a concluir que o mutualismo pode melhorar a taxa de sobrevivência dos indivíduos, e essa
cooperação pode ser crucial na evolução geral da estrutura social. Na visão clássica da dinâmica
populacional, tem-se que, devido à competição por recursos, uma população terá uma taxa de



22

crescimento reduzida em maior densidade e uma maior taxa de crescimento em menor densi-
dade. Em outras palavras, quanto menor a densidade populacional de uma espécie, maior será
a efetividade da mesma na busca de recursos, uma vez que esses são limitados. No entanto, o
conceito do efeito Allee introduziu a ideia de que o contrário é verdadeiro. Para essas espécies,
os indivíduos necessitam da assistência de outros indivíduos para sobreviverem.

Atualmente na literatura encontra-se trabalhos que dão ênfase aos estudos da
dinâmica de espécies invasoras, epidemias e outros fenômenos biológicos [3, 4, 18, 28].

Neste contexto, este trabalho tem como objetivo explicitar o comportamento
de um modelo aprimorado envolvendo as equações predador-presa de tal forma a contemplar
o fenômeno de difusão e retardo, considerando que as populações estão sob a influência de
um campo de velocidades do fluido onde estão imersas, assim surge o modelo predador-presa
reativo-convectivo-difusivo com retardo (RCDR).

Para atingir o objetivo do trabalho, a dissertação encontra-se organizada da se-
guinte forma: No capítulo 2 é apresentado alguns conceitos preliminares de diferenças finitas,
resolução de sistemas lineares e integração numérica. No capítulo 3 é desenvolvida a modela-
gem matemática do modelo reativo-difusivo com retardo. Tal modelo pretende contemplar o
fenômeno de retardo na dispersão das populações e o fenômeno convectivo devido a um fluido
onde o sistema predador-presa se encontra. O retardo é introduzido por meio da equação de
Maxwell-Cattaneo. Da interação entre as populações e o campo de velocidade surge o modelo
RCDR, onde os efeitos reativos são devidos às interações entre a presa e o predador. No ca-
pítulo 4 são formuladas as discretizações das equações modeladas no capítulo 3, de modo que
o esquema resultante seja um esquema implícito. Para tal, utilizou-se o método de diferenças
finitas para aproximar os termos das derivadas das equações diferenciais parciais. No capítulo
5 é apresentada uma análise sobre a consistência e a estabilidade das discretizações obtidas no
capítulo 4, de modo a verificar a convergência do método adotado. No capítulo 6 ilustram-se as
soluções numéricas do modelo proposto, submetendo-o à alguns testes. Como primeiro teste,
são consideradas condições iniciais e parâmetros no modelo proposto de tal formar a torna-lo
equivalente ao modelo Lotka-Volterra Logístico, para verificar os efeitos que a difusão tem so-
bre a dinâmica populacional. Por fim, faz-se testes com campo de velocidade, para verificar os
efeitos sobre a dinâmica populacional. No capítulo 7 apresenta-se as conclusões obtidas através
da simulações numéricas.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capítulo serão apresentados alguns conteúdos a serem utilizados ao
longo da dissertação. Inicialmente será apresentado o conceito de aproximações de deriva-
das por diferenças finitas de uma e duas variáveis. Posteriormente será apresentado conteúdo
para resolução de sistemas lineares e as condições para a convergência do método iterativo de
Gauss-Seidel. Por fim, será apresentado conteúdos para integração numérica e algumas regras
para integração numérica utilizadas.

2.1 DIFERENÇAS FINITAS

A ideia do método das diferenças finitas é a discretização do domínio e a apro-
ximação das derivadas por valores numéricos da função a ser avaliada. Na prática substitui-se
as derivadas pela razão incremental que converge para o valor da derivada quando o incremento
tende a zero [8].

2.1.1 Equações de diferenças finitas para funções de uma variável

Inicialmente, por simplicidade e melhor compreensão sobre o desenvolvi-
mento das discretizações a serem utilizadas no trabalho, aborda-se o problema envolvendo ape-
nas uma variável. Considere inicialmente, x0 ∈ R qualquer e h um número positivo. Defini-se
malha de passo h associada a x0 como o conjunto de pontos dados por

xi = x0 + ih, i = 1, . . . , n. (2.1)

Nos pontos da malha, obtidos por (2.1), serão calculadas aproximações para
uma função f(x) e suas derivadas. A ferramenta matemática utilizada no cálculo das aproxi-
mações das derivadas é o Teorema de Taylor descrito no Teorema 2.1.

Teorema 2.1. ( Série de Taylor para funções de uma variável )

Seja f : I → R uma função derivável n + 1 vezes no intervalo I ⊂ R contendo x. Então para

cada x+ h em I existe um número real ξ ∈ (x, x+ h) tal que

f(x+ h) =
n∑
k=0

f (k)(x)

k!
hk +O(hn+1) (2.2)

onde o termo O(h)n+1 = f (n+1)(ξ)
(n+1)!

hn+1 representa o erro da aproximação de f(x + h) pelo

polinômio de grau n

Pn(h) =
n∑
k=0

f (k)(x)

k!
hk. (2.3)
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Demonstração. Para detalhes da demonstração, consulte [21].

Considerando n = 1 em (2.2), obtém-se

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+O(h2). (2.4)

Truncando a equação (2.4) e isolando o termo f ′(x), obtém-se uma aproximação para a derivada
f ′(x) dada por

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)

h
. (2.5)

A equação (2.5) é conhecida como fórmula de diferenças finitas progressiva
em f(x) e o termo f ′′(ξ)

2
h representa o erro da aproximação. Observa-se que o erro da fórmula

de diferença obtido é de primeira ordem, ou seja, O(h). Por outro lado, substituindo h por −h
na equação (2.4) e isolando f ′(x), obtém-se a fórmula de diferenças finitas regressiva dada por
[8]

f ′(x) ≈ f(x)− f(x− h)

h
, (2.6)

cuja ordem do erro também é O(h).
Tomando n = 2 em (2.2), e considerando (2.2) para h e −h, respectivamente,

obtém-se
f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+

f ′′(x)

2!
h2 +

f ′′′(ξ1)

3!
h3 (2.7)

e
f(x− h) = f(x)− f ′(x)h+

f ′′(x)

2!
h2 − f ′′′(ξ1)

3!
h3. (2.8)

Subtraindo a equação (2.8) da equação (2.7) e isolando f ′(x) segue

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
−
(
f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)

3!

)
h2. (2.9)

Aplicando o teorema do valor médio na equação (2.9) tem-se

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
− 2

f ′′′(ξ)

3!
h2, (2.10)

com ξ ∈ [min{ξ1, ξ2},max{ξ1, ξ2}]. Note que truncando a equação (2.10) e e isolando o termo
f ′(x), pode-se obter uma aproximação para a derivada de f dada por

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x− h)

2h
, (2.11)

denominada por equação de diferenças finitas central e que tem ordem de erro O(h2).

Similarmente, pode-se estabelecer uma expressão para o cálculo aproximado
da derivada de segunda ordem. Para isso, considere n = 3 em (2.2) com h e −h, respectiva-
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mente, obtendo

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
f ′′(x)

2!
h2 +

f ′′′(x)

3!
h3 +

f (4)(ξ1)

4!
h4 (2.12)

e

f(x+ h) = f(x)− f ′(x)h+
f ′′(x)

2!
h2 − f ′′′(x)

3!
h3 +

f (4)(ξ1)

4!
h4. (2.13)

Somando as equações (2.12) e (2.13), isolando f ′′(x) e aplicando o teorema do valor interme-
diário no termo do erro, obtém-se

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
− f (4)(ξ)

12
h2, (2.14)

onde ξ ∈ [min{ξ1, ξ2},max{ξ1, ξ2}]. Truncando a equação (2.14) tem-se

f ′′(x) ≈ f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
, (2.15)

denominada equação de diferenças finitas central para a derivada de segunda ordem [8]. Vale
ressaltar que a ordem de erro da aproximação dada em (2.15) é de O(h2).

2.1.2 Equações de diferenças finitas para funções de duas variáveis

Generalizações das equações de diferenças finitas obtidas para funções de
uma variável são utilizadas para a obtenção das aproximações para funções de várias variáveis.
Como ilustração, e também devido ao fato deste trabalho utilizar as aproximações para funções
envolvendo duas variáveis, será apresentado a generalização para duas dimensões. Assim, uma
malha no plano (x, t) é dada como o conjunto de pontos (xi, tj) = (x0 + ih, t0 + jk), ou seja,
com espaçamento h em x e k em t. Para a obtenção das aproximações das derivadas das funções
de duas variáveis será utilizado o teorema da série de Taylor de duas variáveis, dado por

Teorema 2.2. ( Série de Taylor para funções de duas variáveis )

Seja f : A → R uma função de classe Cn+1 no conjunto aberto A ⊂ R2 e (x, t) ∈ A. Seja

h, k ∈ R tais que (x+ λh, t+ λk) ∈ A, com λ ∈ [0, 1] , então existe um número real ξ ∈ (0, 1)

tal que

f(x+ h, t+ k) = f(x, t) +
∂f

∂x
(x, t)h+

∂f

∂t
(x, t)k + · · ·

· · · +
1

n!

n∑
j=0

(
n

j

)
∂nf

∂xn−j∂tj
(x, t)hn−jkj +O(hn+1, kn+1), (2.16)

onde

O(hn+1, kn+1) =
1

(n+ 1)!

n+1∑
j=0

(
n+ 1

j

)
∂n+1f

∂xn+1−j∂tj
(x+ ξh, t+ ξk)hn+1−jkj. (2.17)
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Demonstração. Para detalhes da demonstração, consulte [20].

A fim de simplificações, nos casos onde o acréscimo ocorre em apenas umas
das variáveis, como por exemplo, f(x, t+ k), a notação do erro da aproximação de Taylor será
reduzida de O(hn+1, kn+1), para simplesmente O(kn+1), desde que claro a sua origem. Assim,
utilizando o Teorema 2.2 e raciocínios análogos ao de uma variável seguem as fórmulas para
aproximação das derivadas parciais de funções de duas variáveis [8].

• Progressiva

∂f(x, t)

∂t
=

f(x, t+ k)− f(x, t)

k
− k

2

∂2f(x, ζ)

∂t2
, (2.18)

∂f(x, t)

∂x
=

f(x+ h, t)− f(x, t)

h
− h

2

∂2f(ξ, t)

∂x2
, (2.19)

com t < ζ < t+ k e x < ξ < x+ h.

• Regressiva

∂f(x, t)

∂t
=

f(x, t)− f(x, t− k)

k
+
k

2

∂2f(x, ζ)

∂t2
, (2.20)

∂f(x, t)

∂x
=

f(x, t)− f(x− h, t)
h

+
h

2

∂2f(ξ, t)

∂x2
, (2.21)

com t− k < ζ < t e x− h < ζ < x.

• Central

∂f(x, t)

∂t
=

f(x, t+ k)− f(x, t− k)

2k
− k2

6

∂3f(x, ζ)

∂t3
, (2.22)

∂2f(x, t)

∂t2
=

f(x, t+ k)− 2f(x, t) + f(x, t− k)

k2
− k2

12

∂4f(x, ζ)

∂t4
, (2.23)

∂f(x, t)

∂x
=

f(x+ h, t)− f(x− h, t)
2h

− h2

6

∂3f(ξ, t)

∂x3
, (2.24)

∂2f(x, t)

∂x2
=

f(x+ h, t)− 2f(x, t) + f(x− h, t)
h2

− h2

12

∂4f(ξ, t)

∂x4
, (2.25)

com t− k < ζ < t+ k e x− h < ζ < x+ h.

Por fim,

∂2f(x, t)

∂x∂t
=

f(x+ h, t+ k)− f(x+ h, t− k)− f(x− h, t+ k) + f(x− h, t− k)

4hk

− h2

6

∂4f(ξ1, ζ1)

∂x3∂t
− k2

6

∂4f(ξ2, ζ2)

∂x∂t3
, (2.26)

com x− h < ξ1, ξ2 < x+ h e t− k < ζ1, ζ2 < t+ k.
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2.2 RESOLUÇÃO DE SISTEMAS LINEARES

Os métodos de discretização por diferenças finitas reduzem o problema con-
tínuo a um problema discreto, e por fim na solução de um conjunto de equações lineares, ou
um sistema de equações lineares. Para a resolução dos sistemas lineares podem ser usados mé-
todos diretos tipo Gauss, ou métodos iterativos tipo Gauss-Seidel. Qualquer método iterativo,
em essência, parte de uma solução inicial e através de iterações sucessivas refina-se a solução
numérica num processo de convergência. Neste trabalho foi utilizado o método iterativo de
Gauss-Seidel.

2.2.1 Método de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel é uma modificação no método de Jacobi. Se o
sistema linear Ax = b é dado por

a11x1+ . . . +a1nxn = b1

...
...

...
...

an1x1+ . . . +annxn = bn

(2.27)

e tal que aii 6= 0, quando i = 1, . . . , n, então explicitando x1 da primeira equação até xn da
ultima equação tem-se

x1 =
1

a11

(
b1 −

n∑
j=2

a1jxj

)
, . . . , xi =

1

aii

bi − n∑
j=1
j 6=i

aijxj

 , . . . , xn =
1

ann

(
bn −

n−1∑
j=1

anjxj

)
.

O método de Gauss-Seidel consiste em utilizar a equação anterior para obter
uma sequência de vetores x0, x1, . . . , xl, tal que xl é assumido como solução do sistema (2.27),
quando os critérios de convergência forem satisfeitos. Em resumo o método de Gauss-Seidel é
dado por

xit+1
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
k+1
j −

n∑
j=i+1

aijx
k
j

)
, (2.28)

onde it+ 1 é o nível iterativo [5].

2.2.2 Critérios de Convergência

Nesta dissertação, salvo menção contrária, será considerado A = (aij) uma
matriz quadrada de ordem n.
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Definição 2.3. Uma matriz A é estritamente diagonal dominante quando

|aii| ≥
n∑
j=1
j 6=i

|aij| (2.29)

é válida para cada i = 1, . . . , n.

Teorema 2.4. Se uma matriz A é estritamente diagonal dominante então A é não-singular.

Neste caso, o sistema linear Ax = b possui solução única.

Demonstração. De fato, suponha por absurdo que o sistema linear descrito por Ax = 0 possua
uma solução não nula x = (xi). Assim existe k um índice para o qual

0 < |xk| = max
1≤i≤n

{|xi|}.

Como
n∑
j=1

aijxj = 0, para cada i = 1, 2, . . . , n, tem-se, quando i = k, que

akkxk = −
n∑
j=1
j 6=k

akjxj. (2.30)

A equação (2.30) implica que

|akk||xk| =

∣∣∣∣∣∣∣∣−
n∑
j=1
j 6=k

akjxj

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1
j 6=k

|akj||xj|,

ou ainda,

|akk| ≤
n∑
j=1
j 6=k

|akj|
|xj|
|xk|
≤

n∑
j=1
j 6=k

|akj|. (2.31)

A equação (2.31) contradiz o fato da matriz A ser estritamente dominante, portanto a única
solução do sistema linear Ax = 0 é x = 0, o que equivale a não-singularidade de A.

Definição 2.5. Uma matriz A é dita definida positiva se for simétrica e se xtAx > 0, para todo

vetor n dimensional não nulo.

Teorema 2.6. Se A for uma matriz definida positiva, então

a ) A é não-singular;

b ) aij > 0, para cada i = 1, . . . , n;

c ) max
1≤k,j≤n

{|akj|} ≤ max
1≤i≤n

{|aii|} ;
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d ) (aij)
2 < aiiajj, para cada i 6= j.

Demonstração. Para detalhes da demonstração, consulte [5].

Definição 2.7. Uma matriz A quadrada de ordem n é chamada matriz de banda se existirem

números inteiros p e q, com 1 < p, q < n, com a propriedade que aij = 0 sempre que p ≤ j− i
ou q ≤ i− j. A largura de banda de uma matriz de banda é definida como ω = p+ q − 1.

Definição 2.8. Uma matriz A quadrada é dita matriz tridiagonal se A for uma matriz banda

com largura de banda ω = 3, onde p = 2 e q = 2.

Teorema 2.9. Suponha que a matriz A seja tridiagonal com ai,i−1ai,i+1 6= 0, para cada i =

2, . . . , n − 1. Se |a11| > |a12|, |aii| > |ai,i−1| + |ai,i+1| para cada i = 2, . . . , n − 1, e |ann| >
|an,n−1|, então A é não-singular.

Demonstração. Para detalhes da demonstração, consulte [5].

Teorema 2.10. ( Critério de Sassenfeld )

Seja A = (aij) uma matriz quadrada de ordem n. Considere βi, i = 1, . . . , n, dados por

β1 =
n∑
j=2

|a1j|
|a11|

βi =
i−1∑
j=1

|aij|βj
|aii|

+
n∑

j=i+1

|aij|
|aii|

. (2.32)

Se β = max
1≤i≤n

{βi} < 1, então o método de Gauss-Seidel gera uma sequência de vetores x(k)

convergente qualquer que seja a aproximação inicial.

Demonstração. Para detalhes da demonstração, consulte [5].

2.3 INTEGRAÇÃO NUMÉRICA

No modelo proposto por este trabalho, capítulo 3, para se obter a população
total da presa e do predador, em um tempo t, faz-se necessário calcular a área delimitada pelas
densidades das populações e o eixo coordenado. Para realizar estes cálculos utiliza-se o conceito
de integrais numéricas, com enfase nas Regras do Trapézio, 1/3 e 3/8 de Simpson.

2.3.1 Interpolação Polinomial

No caso de interpolação polinomial o teorema da aproximação de Weierstrass
é a chave quando se trabalha com uma função f contínua.

Teorema 2.11. ( Teorema da aproximação de Weierstrass )

Suponha que f(x) seja definida e contínua em [a, b], então para cada ε > 0, existe um polinômio

P (x) tal que |f(x)− P (x)| < ε, para todo x ∈ [a, b].
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Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [21].

Uma razão importante para considerar a classe de polinômios na aproximação
de funções contínuas é que a derivada e a integral indefinida também são polinômios, por esse
motivo, os polinômios são utilizados para aproximar funções contínuas.

No caso de dados discretos, considerando n + 1 pontos distintos, digamos,
x0, . . . , xn chamados de nós da interpolação e os valores f(x) nestes nós, então aproximar f(x)

por um polinômio Pn(x) consiste em impor a condição f(xk) = Pn(xk), k = 0, . . . , n e deste
fato segue o próximo teorema.

Teorema 2.12. Existe um único polinômio Pn(x) de grau menor ou igual a n tal que f(xk) =

Pn(xk), k = 0, . . . , n desde que tenhamos xk 6= xj, quando j 6= k.

Demonstração. Considere que Pn(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n. Da condição f(xk) = Pn(xk),

k = 0, . . . , n obtém-se que
Pn(x0) = a0 +a1x0 + · · · +anx

n
0 = f(x0)

Pn(x1) = a0 +a1x1 + · · · +anx
n
1 = f(x1)

...
...

...
...

...
Pn(xn) = a0 +a1xn + · · · +anx

n
n = f(xn)

, (2.33)

ou ainda, 
1 x0 . . . xn0

1 x1 . . . xn1
...

...
...

1 xn xnn


n+1


a0

a1

...
an

 =


f(x0)

f(x1)
...

f(xn)

 . (2.34)

Observa-se que a matriz dos coeficientes do sistema linear dado em (2.34) é conhecida como
matriz de Vandermonde, e como os nós são distintos por hipótese, então o determinante é não
nulo. Portanto o sistema linear tem solução única, isto é, Pn(x) é único.

Teorema 2.13. ( Teorema interpolador de Lagrange )

Se x0, · · · , xn são pontos distintos e f é uma função cujos valores dados nesses números, então

existe um único Pn(x) de grau no máximo n tal que f(xk) = P (xk), k = 0, 1, · · · , n. O

polinômio é dado por

Pn(x) =
n∑
k=0

f(xk)Ln,k(x) (2.35)

com

Ln,k(x) =
n∏
i=0
i 6=k

(x− xk)
(xk − xi)

. (2.36)
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Teorema 2.14. Suponha que x0, . . . , xn sejam pontos distintos em [a, b] e que f ∈ Cn+1 ([a, b]) .

Então para cada x ∈ [a, b], exite um número ξ(x) ∈ (a, b) tal que

f(x) = Pn(x) + En(x), (2.37)

onde Pn(x) é o polinômio interpolador dado na equação (2.35) e

En(x) =
f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xk) (2.38)

é o termo de erro para o polinômio interpolador.

A demonstração dos teoremas (2.13) e (2.14) com todos os detalhes podem
ser encontradas em [5].

2.3.2 Integração numérica

Considere que uma função f(x) seja contínua em um intervalo [a, b], e que

deseja-se encontrar I =

∫ b

a

f(x)dx. Pelo Teorema Fundamental do Cálculo sabe-se que existe

uma função F (x) tal que F ′(x) = f(x) e que I =

∫ b

a

f(x)dx = F (b)−F (a). Contudo, depen-

dendo da função f(x) considerada, o cálculo da integral definida torna-se muito custoso, ora
por não ter primitiva explícita, ora por necessitar de operações muito complexas para se obtê-la,
fazendo-se assim necessário o uso de métodos numéricos para calcular uma aproximação para
o valor de I . Os métodos de quadratura apresentados nesta seção são baseados nos polinômios
interpoladores de Lagrange.

Escolhendo um conjunto de pontos distintos {x0, . . . , xn} do intervalo [a, b] e
considerando o polinômio interpolador de Lagrange de f(x) e o termo de erro, então
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b∫
a

f(x)dx =

b∫
a

[Pn(x) + En(x)] dx =

b∫
a

Pn(x)dx+

b∫
a

En(x)dx

=

b∫
a

[
n∑
k=0

f(xk)Ln,k(x)

]
dx+

b∫
a

[
f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!

n∏
k=0

(x− xk)

]
dx

=
n∑
k=0

 b∫
a

f(xk)Ln,k(x)dx

+
1

(n+ 1)!

b∫
a

[
f (n+1)(ξ(x))

n∏
k=0

(x− xk)

]
dx

=
n∑
k=0

f(xk)

b∫
a

Ln,k(x)dx

+
1

(n+ 1)!

b∫
a

[
f (n+1)(ξ(x))

n∏
k=0

(x− xk)

]
dx

=
n∑
k=0

Akf(xk) +
1

(n+ 1)!

b∫
a

[
f (n+1)(ξ(x))

n∏
k=0

(x− xk)

]
dx, (2.39)

onde ξ(x) ∈ [a, b] para cada x e Ak =

∫ b

a

Ln,k(x)dx, para cada k = 0, 1 . . . , n. Assim a

fórmula de quadratura numérica é dada por,

b∫
a

f(x)dx ≈
n∑
k=0

Akf(xk) (2.40)

com erro dado por

Ef =
1

(n+ 1)!

b∫
a

[
n∏
i=0

(x− xi)f (n+1)(ξ(x))

]
dx. (2.41)

As equações produzidas ao utilizar os polinômios de Lagrange com pontos
igualmente espaçados de grau 1 e 2 fornecem, respectivamente, a regra do Trapézio e a regra de
Simpson.
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2.3.3 Regra do Trapézio

Considerando n = 1, x0 = a, x1 = b e h = b − a na equação (2.40), segue
que

b∫
a

f(x)dx ≈
1∑

k=0

Akf(xk) = A0f(x0) + A1f(x1)

= f(x0)

x1∫
x0

[
(x− x1)

(x0 − x1)

]
dx+ f(x1)

x1∫
x0

[
(x− x0)

(x1 − x0)

]
dx

= f(x0)

(
−(x0 − x1)

2

)
+ f(x1)

(
(x1 − x0)

2

)
=

(x1 − x0)

2
[f(x0 + f(x1)] =

h

2
[f(x0 + f(x1)] (2.42)

e para (2.41)

Ef =
1

2

b∫
a

[
1∏
i=0

(x− xi)f
′′
(ξ(x))

]
dx =

1

2

x1∫
x0

(x− x0)(x− x1)f
′′
(ξ(x))dx. (2.43)

Pelo teorema do valor médio para integrais, temos que existe um número c ∈ [a, b] tal que

x1∫
x0

(x− x0)(x− x1)f
′′
(ξ(x))dx = f

′′
(c)

b∫
a

(x− x0)(x− x1)dx. (2.44)

Substituindo (2.44) em (2.43) seque que

Ef =
f

′′
(c)

2

x1∫
x0

(x− x0)(x− x1)dx =
f

′′
(c)

2

(
x3

0 − 3x2
0x1 + 3x0x

2
1 − x3

1

6

)

=
f

′′
(c)

2

(
−(x1 − x0)3

6

)
= −h

3

12
f

′′
(c). (2.45)

Desta forma, substituindo (2.45) e (2.42) em (2.39) obtém-se

b∫
a

f(x)dx =
h

2
[f(x0 + f(x1)]− h3

12
f

′′
(c). (2.46)

A equação (2.46) é chamada de regra dos trapézios, pois quando considerada uma função f

estritamente positiva, o valor
∫ b

a

f(x)dx é aproximado pela área de um trapézio.

Se subdividirmos o intervalo [a, b] em n pontos obtém-se a regra do trapézios
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composta como vista a seguir.

Teorema 2.15. ( Regra do trapézio composta )

Sejam f ∈ C2[a, b], h = b−a
n

e xj = a + jh, com j = 0, . . . , n, então existe µ ∈ (a, b) para

o qual a regra do trapézio composta, para n subintervalos pode ser escrita, com seu termo de

erro, como:

b∫
a

f(x)dx =
h

2

[
f(x0) + 2

n−1∑
j=1

f(xj) + f(xn)

]
− (b− a)

12
h2f

′′
(µ). (2.47)

Demonstração. A demonstração do teorema pode ser encontrada em [5].

2.3.4 Regras de Simpson

As regras de 1
3

de Simpson e 3
8

de Simpson resultam da integração em [a, b] do
polinômio interpolador de Lagrange de segundo e terceiro grau, respectivamente. As demons-
trações dos métodos de integração contidas nesta seção podem ser encontradas em [5].

2.3.5 Regra 1
3

de Simpson

Considerando os nós x0 = a, x1 = a + h e x2 = b, onde h = b−a
2
, e

o polinômio interpolador de Lagrange de grau dois, obtém-se, com cálculos análogos aos da
seção 2.3.3, que

b∫
a

f(x)dx =
h

3
[f(x0) + 4f(x1) + f(x2)]− 1

90
h5f (4)(µ), µ ∈ (a, b). (2.48)

De modo geral, se considerar n + 1 nós de interpolação, n par, obtém-se a regra 1
3

de Simpson
composta.

Teorema 2.16. ( Regra 1
3

de Simpson composta )

Sejam f ∈ C4[a, b], n um número par, h = b−a
n

e xj = a + jh, com j = 0, . . . , n, então existe

µ ∈ (a, b) para o qual a regra 1
3

de Simpson composta, para n subintervalos pode ser escrita,

com seu termo de erro, como:

b∫
a

f(x)dx =
h

3

[
f(x0) +

n−1∑
j=1

cjf(xj) + f(xn)

]
− (b− a)

180
h4f (4)(µ), (2.49)

onde

cj =

{
2 ; se j par

4 ; se j ímpar
. (2.50)
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2.3.6 Regra 3
8

de Simpson

Considerando os nós x0 = a, x1 = a + h, x2 = a + 2h e x3 = b, onde
h = b−a

3
, e o polinômio interpolador de Lagrange de grau três, obtém-se, com cálculos análogos

aos da seção 2.3.3, que

b∫
a

f(x)dx =
3h

8
[f(x0) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(x3)]− 3

80
h5f (4)(µ), µ ∈ (a, b). (2.51)

De modo geral, se considerar n+ 1 nós de interpolação obtém-se a regra 3
8

de
Simpson composta.

Teorema 2.17. ( Regra 3
8

de Simpson composta )

Sejam f ∈ C4[a, b], h = b−a
n

e xj = a + jh, com j = 0, . . . , n, então existe µ ∈ (a, b) para o

qual a regra 3
8

de Simpson composta, para n subintervalos pode ser escrita, com seu termo de

erro, como:

b∫
a

f(x)dx =
3h

8

[
f(x0) +

n−1∑
j=1

cjf(xj) + f(xn)

]
− (b− a)

180
h4f (4)(µ), (2.52)

onde

cj =

{
2 ; se j for divisível por 3

4 ; caso contrário
(2.53)

Apresentado conceitos a serem utilizadas ao longo da dissertação, aborda-se
o desenvolvimento necessário para a modelagem matemática do sistema predador-presa.
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3 MODELAGEM DO SISTEMA PREDADOR-PRESA REATIVO-CONVECTIVO-
DIFUSIVO COM RETARDO

Neste capítulo será apresentada a primeira lei de Fick e deduzida a segunda lei
de Fick. Posteriormente, para corrigir o paradoxo da condução instantânea de calor gerado pela
segunda lei de Fick, será utilizado a equação de Maxwell-Cattaneo. Por fim, será desenvolvido
o modelo do sistema predador-presa reativo-convectivo-difusivo com retardo, modelo proposto
neste trabalho.

3.1 EQUAÇÕES DE REAÇÃO-DIFUSÃO

As equações de reação-difusão tem sido utilizadas para modelar fenômenos
biológicos que envolvem dispersão e iteração entre espécies. Na modelagem de tais fenômenos
a parte difusiva encontra-se relacionada com a dispersão e a parte reativa com a interação entre
as espécies envolvidas.

As equações de transporte de massa por difusão, conhecidas como as Leis de
Fick, foram inicialmente propostas por Adolf Eugen Fick em 1855 [30]. Fick postulou que
o fluxo de massa iria de regiões de alta concentração para as de baixa, com uma magnitude
proporcional ao gradiente de concentração. A primeira lei de Fick, em uma dimensão [30],
pode ser dada pela equação

Jj = −Dj
∂Sj
∂x

, (3.1)

onde Sj são as densidades de população, Jj os fluxos de Sj e Dj as constante de difusibilidade.
O sinal negativo em (3.1) indica que o fluxo de massa ocorre na direção contrária ao gradiente de
concentração, isto é, no sentido das concentrações altas para as baixas. Deve-se observar que a
primeira lei de Fick pode ser aplicada diretamente, somente em condição de estado estacionário.
Além disso, não deve haver forças externas diferentes do gradiente de concentração. Para o caso
de duas dimensões, a primeira lei de Fick torna-se [6]

~Jj = −Dj
~∇Sj. (3.2)

Pelo princípio da conservação, a taxa de variação da quantidade de Sj em um
volume V deve ser igual ao fluxo de Sj através da superfície G que a delimita, somado com a
quantidade de Sj transformadas no interior do volume V devido ao termo reativo [25]. Assim,
o princípio da conservação de massa pode ser expresso pela equação (3.3)

∂

∂t

∫
V

SjdV = −
∫
G

(Jj · n)dG+

∫
V

FjdV. (3.3)

Na equação (3.3) Sj representa a densidade de população em x e no tempo t, Jj o fluxo de Sj e
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Fj é o termo de reação fonte/sorvedouro. Aplicando o Teorema da Divergência [16] na primeira
integral do lado direito de (3.3), segue que (3.3) pode ser reescrita como

∂

∂t

∫
V

SjdV = −
∫
V

~∇ · JjdV +

∫
V

FjdV. (3.4)

Reorganizando os termos da equação (3.4), pode-se reescrevê-la como∫
V

(
∂Sj
∂t

+ ~∇ · Jj − Fj
)
dV = 0. (3.5)

Como a equação (3.5) e válida independente do volume de integração V, segue da equação de
continuidade [7], para Sj, que

∂Sj
∂t

= −~∇ · Jj︸ ︷︷ ︸
Termo de Difusão

+ Fj︸︷︷︸
Termo de Reação

. (3.6)

A equação (3.6) é conhecida como equação de reação-difusão ou como a se-
gunda Lei de Fick reativa. No caso unidimensional a equação (3.6) torna-se

∂Sj
∂t

= −∂Jj
∂x

+ Fj, (3.7)

com Sj(x, t), Jj(x, t) e Fj(x, t). De uma foram geral serão omitidos as variáveis x e t das
funções Sj, Jj e Fj, sendo resgatas caso se faça necessário.

3.2 EQUAÇÃO DE MAXWELL-CATTANEO

A equação de Maxwell-Cattaneo surgiu como uma forma para corrigir um
inconveniente da Lei de Fourier, o chamado "paradoxo da condução instantânea de calor"[26].
O paradoxo advém da Lei de Fourier onde uma perturbação térmica em qualquer ponto de um
corpo será instantaneamente sentida em todo o corpo, em outras palavras, com a Lei de Fourier
os sinais térmicos se propagam com velocidade infinita, o que na prática não acontece. A lei ou
equação de Maxwell-Cattaneo elimina o paradoxo ao introduzir um retardo na lei de difusão de
Fourier, gerando uma velocidade finita de propagação.

A equação de Maxwell-Cattaneo pode ser descrita matematicamente por [17,
26]

τj
∂Jj(x, t)

∂t
+ Jj(x, t) = −Dj

∂Sj(x, t)

∂x
, (3.8)

e ainda, (3.8) pode ser utilizada para descrever a difusão da densidade de uma população ao
longo do espaço x.

A equação de Maxwell-Cattaneo, pode ser obtida considerando um termo de
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relaxação temporal τj na equação (3.1), de tal forma que [34]

Jj(x, t+ τj) = −Dj
∂Sj(x, t)

∂x
. (3.9)

Observe que na equação (3.9) os fenômenos de fluxo da densidade, Jj, e o da difusão, Dj,

ocorrem em diferentes instantes do tempo, este é o fenômeno do retardo.
Expandindo em série de Taylor o termo Jj(x, t+ τj) de (3.9), tem-se que

Jj(x, t+ τj) = Jj(x, t) + τj
∂Jj
∂t

(x, t) +O(τ 2
j ). (3.10)

Truncando a equação (3.10) no segundo termo da expansão e substituindo em (3.9), resulta na
Lei de Maxwell-Cattaneo, dada pela equação (3.8). O termo de relaxação τj é acrescentado de
tal forma a tornar o modelo mais realístico, uma vez que as interações não reproduzem respostas
imediatas, ou seja, na grande parte dos casos existe um tempo entre a interação da população e
sua resposta à essa interação.

3.3 EQUAÇÃO REATIVA-DIFUSIVA COM RETARDO

Para obter a equação reativa-difusiva com retardo, inicialmente deriva-se a
equação (3.7) em relação a t, resultando em

∂

∂t

(
∂Sj
∂t

)
=

∂

∂t

(
−∂Jj
∂x

+ Fj

)
,

ou ainda,
∂2Sj
∂t2

= − ∂
2Jj

∂t∂x
+
∂Fj
∂t

. (3.11)

Como Fj é o termo reativo e depende de Sj, ou seja, Fj está em função de Sj , e assim para calcu-
lar ∂Fj

∂t
utiliza-se derivação implícita. Assim, utilizando regras de derivação implícita obtém-se

que
∂Fj (Sj)

∂t
=
dFj
dSj

∂Sj
∂t

. (3.12)

Substituindo a equação (3.12) na equação (3.11), tem-se

∂2Sj
∂t2

= − ∂
2Jj

∂t∂x
+
dFj
dSj

∂Sj
∂t

,

reorganizando os termos,
∂2Jj
∂t∂x

=
dFj
dSj

∂Sj
∂t
− ∂2Sj

∂t2
. (3.13)
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Por outro lado, derivando a equação (3.8) em relação a x obtém-se que

∂

∂x

(
τj
∂Jj
∂t

+ Jj

)
=

∂

∂x

(
−Dj

∂Sj
∂x

)
.

Usando regras de derivação parcial e considerando a difusibilidade constante, tem-se que

τj
∂2Jj
∂x∂t

+
∂Jj
∂x

= −Dj
∂2Sj
∂x2

,

e após algumas manipulações algébricas tem-se que

∂2Jj
∂x∂t

= −Dj

τj

∂2Sj
∂x2

− 1

τj

∂Jj
∂x

. (3.14)

Como Jj ,
∂Jj
∂t

e ∂Jj
∂x

são contínuas, tem-se que ∂2Jj
∂x∂t

=
∂2Jj
∂t∂x

, assim a equação (3.14) torna-se,

∂2Jj
∂t∂x

= −Dj

τj

∂2Sj
∂x2

− 1

τj

∂Jj
∂x

. (3.15)

Igualando as equações (3.15) e (3.13) segue que

dFj
dSj

∂Sj
∂t
− ∂2Sj

∂t2
= −Dj

τj

∂2Sj
∂x2

− 1

τj

∂Jj
∂x

. (3.16)

Multiplicando a equação (3.16) por τj , obtém-se

τj
∂2Sj
∂t2
− τj

dFj
dSj

∂Sj
∂t

= Dj
∂2Sj
∂x2

+
∂Jj
∂x

. (3.17)

Substituindo a equação (3.7) na equação (3.17) tem-se

τj
∂2S

∂t2
− τj

dFj
dSj

∂Sj
∂t

= Dj
∂2Sj
∂x2

− ∂Sj
∂t

+ Fj, (3.18)

fazendo algumas operações matemáticas obtém-se a equação

τj
∂2Sj
∂t2

+

(
1− τj

dFj
dSj

)
∂Sj
∂t

= Dj
∂2Sj
∂x2

+ Fj, (3.19)

que é denominada como equação reativa-difusiva com retardo ou segunda Lei de Fick reativa
com retardo. Quando considera-se o termo de retardo τj = 0 na equação (3.19), obtém-se a
segunda Lei clássica de Fick, também conhecida como segunda Lei de Fick reativa.
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3.4 MODELAGEM DO SISTEMA PREDADOR-PRESA REATIVO-CONVECTIVO-DIFUSIVO

COM RETARDO

Nesta seção considerar-se-a S1 = S1 (x, t) e S2 = S2 (x, t) como sendo as
densidades de populações da presa e do predador, respectivamente. Para a modelagem do sis-
tema predador-presa imerso em um fluido, serão consideradas as seguintes hipóteses sobre o
problema:

H1 - Existe um fluido que transporta Sj, j = 1, 2;

H2 - Considera-se o fluido desacoplado das equações predador-presa reativa-convectiva-difusiva
com retardo, em outras palavras, para estudar a influência do campo de velocidade prescreve-
se um campo de velocidade uniforme para o fluido;

H3 - Os coeficientes de difusão da presa e do predador são desacoplados, isto é, a difusão da
presa não altera a do predador e vice-versa, e portanto D1 e D2 não estão diretamente
relacionados;

H4 - Os termos de relaxação, τj, j = 1, 2, independem um do outro;

H5 - Para a equação de reação-difusão dada em (3.7), também será considera a contribuição
da convecção, que pode ser reescrita como

∂Sj(x, t)

∂t
= −∂Jj(x, t)

∂x
− ∂ (Sju) (x, t)

∂x
+ Fj(Sj), j = 1, 2. (3.20)

Derivando a equação (3.20) em relação a t tem-se que

∂2Sj
∂t2

= − ∂
2Jj

∂t∂x
− ∂2 (Sju)

∂t∂x
+
∂ (Fj)

∂t
. (3.21)

Considerando a equação (3.12) e o fato de que ∂2Jj
∂x∂t

=
∂2Jj
∂t∂x

, uma vez que Jj ,
∂Jj
∂t

e ∂Jj
∂x

são contínuas, segue que a equação (3.21) pode ser reescrita como

∂2Sj
∂t2

= − ∂
2Jj

∂t∂x
− ∂2 (Sju)

∂t∂x
+
dFj
dSj

∂Sj
∂t

ou ainda,
∂2Jj
∂t∂x

= −∂
2Sj
∂t2
− ∂2 (Sju)

∂t∂x
+
dFj
dSj

∂Sj
∂t

. (3.22)

Igualando as equações (3.15) e (3.22), tem-se que

−∂
2Sj
∂t2
− ∂2 (Sju)

∂t∂x
+
dFj
dSj

∂Sj
∂t

= −Dj

τj

∂2Sj
∂x2

− 1

τ

∂Jj
∂x

,
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multiplicando por τj obtém-se

τj
∂2Sj
∂t2

+ τj
∂2 (Sju)

∂t∂x
− τj

dFj
dSj

∂Sj
∂t

= Dj
∂2Sj
∂x2

+
∂Jj
∂x

. (3.23)

Substituindo a equação (3.20) na equação (3.23), tem-se

τj
∂2Sj
∂t2

+ τj
∂2 (Sju)

∂t∂x
− τ dFj

dSj

∂Sj
∂t

= Dj
∂2Sj
∂x2

− ∂Sj
∂t
− ∂ (Sju)

∂x
+ Fj. (3.24)

Reorganizando e colocando alguns termos em evidência, segue que a equação (3.24) pode ser
melhor escrita como,

τj
∂2Sj
∂t2

+ τj
∂2 (Sju)

∂t∂x
+

(
1− τj

dFj
dSj

)
∂Sj
∂t

= Dj
∂2Sj
∂x2

− ∂ (Sju)

∂x
+ Fj, (3.25)

que é denominada como sendo a equação reativa-convectiva-difusiva com retardo (RCDR).
A partir do desenvolvimento descrito, tem-se que o modelo proposto, neste

trabalho, para a densidade populacional de um sistema predador-presa é dado por
τ1
∂2S1

∂t2
+ τ1

∂

∂t

(
∂

∂x
(S1u)

)
+

(
1− τ1

dF1

dS1

)
∂S1

∂t
= − ∂

∂x
(S1u) +D1

∂2S1

∂x2
+ F1

τ2
∂2S2

∂t2
+ τ2

∂

∂t

(
∂

∂x
(S2u)

)
+

(
1− τ2

dF2

dS2

)
∂S2

∂t
= − ∂

∂x
(S2u) +D2

∂2S2

∂x2
+ F2 (3.26)

onde t e x são as variáveis temporal e espacial e u é o campo de velocidade. Os parâmetros
τ1 e τ2 são os coeficientes de retardo, D1 e D2 são os coeficientes de difusibilidade, S1(x, t) e
S2(x, t) são as densidades populacionais, F1 e F2 são os termos reativos da presa e do predador,
respectivamente.

As condições iniciais do sistema (3.26) serão dadas por

Sj(x, 0) = S0
j ,

∂Sj(x, t)

∂t

∣∣∣∣t=0

x

= 0, ∀x ∈ [0, L] e j = 1, 2 (3.27)

onde

S0
j =

Bj ;Aj ≤ x ≤ Cj

0 ; caso contrário
, (3.28)

onde 0 ≤ Aj ≤ Cj ≤ L, Bj := Bj(x, 0) uma função estritamente positiva, para j = 1, 2.
As condições de contorno do sistema (3.26) serão do tipo Dirichlet, isto é,

Sj(0, t) = g0
j (t), Sj(L, t) = gLj (t), ∀t ∈ [0, T ] e j = 1, 2, (3.29)

onde,
g0
j (t) = 0, gLj (t) = 0, ∀t ∈ [0, T ] e j = 1, 2. (3.30)
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Os termos fontes F1 e F2 da presa e do predador, respectivamente, serão dados
por

F1 = F1(S1, S2) = a1S1 − b1S
2
1 − c1S1S2 (3.31)

e
F2 = F2(S1, S2) = −a2S2 + c2S1S2, (3.32)

onde a1 é a taxa de natalidade da presa, b1 o termo de saturação da presa, c1 é a taxa de mortali-
dade da presa devido à predação de S2, a2 a taxa de mortandade dos predadores na ausência de
presas e c2 a taxa de biomassa de presas que é convertida em biomassa de predadores.
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4 DISCRETIZAÇÃO DO SISTEMA PREDADOR-PRESA

Para encontrar as soluções numéricas do modelo proposto no presente traba-
lho faz-se necessário discretizar as equações do sistema (3.26). Será utilizado o método de
diferenças finitas descrito na seção 2.1.2, do capítulo 2. As equações de diferenças finitas a se-
rem utilizadas no processo de discretização resultam em esquemas implícitos, gerando sistemas
lineares para encontrar as soluções numéricas do sistema (3.26). Inicialmente serão aproxi-
mados os termos comuns nas equações do sistema (3.26) e na sequência, são apresentados as
discretizações dos termos fontes referentes à presa e ao predador.

4.1 DISCRETIZAÇÕES DOS TERMOS COMUNS ÀS EQUAÇÕES DA PRESA E DO PREDA-
DOR

Para discretizar as equações de (3.26), considere a malha discreta, no nível de
tempo k+ 1, como ilustrada na figura 4.1. A malha discretizada é dada pelo conjunto de pontos
(xi, tk) = (i∆x, k∆t), com i = 0, . . . , n e k = 0, . . . ,m, ou seja, com espaçamento ∆x em x e
∆t em t, com ∆x = L

n
e ∆t = T

m
, onde L é o comprimento do domínio e T é o tempo final.

Figura 4.1: Malha.

A fim de reduzir instabilidades numéricas [10, 29], utiliza-se localização car-
dinal para as populações, ou seja, as densidades das populações serão calculadas nos pontos
(W,k + 1), (P, k + 1) e (E, k + 1). Para o esquema de discretização utiliza-se malha deslo-
cada, onde as quantidades escalares são calculadas, enquanto que as quantidades vetoriais são
calculadas nos pontos da malha [13, 31]. Por conveniência, considere a notação Sj(x, t) = Sj|tx.

Inicialmente serão discretizados os termos ∂2Sj
∂t2

,
∂2Sj
∂x2

, ∂
∂x

(Sju) e ∂
∂t

(
∂
∂x

(Sju)
)
,

uma vez que esses são comuns nas equações da presa e do predador. As aproximações serão
calculadas no ponto de malha (P, k + 1).
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Utilizando diferenças finitas retroativa em ∂2Sj
∂t2

, tem-se

(
∂2Sj
∂t2

) ∣∣∣∣∣
k+1

P

=

(
∂

∂t

(
∂Sj
∂t

))∣∣∣∣k+1

P

≈ 1

∆t

(
∂Sj
∂t

∣∣∣∣k+1

P

− ∂Sj
∂t

∣∣∣∣k
P

)

≈ 1

∆t

(
1

∆t

(
Sj|k+1

P − Sj|kP
)
− 1

∆t

(
Sj|kP − Sj|k−1

P

))
≈ 1

(∆t)2

(
Sj|k+1

P − 2Sj|kP + Sj|k−1
P

)
. (4.1)

Utilizando diferenças finitas centrais no termo ∂2Sj
∂x2

, segue que

(
∂2Sj
∂x2

)∣∣∣∣k+1

P

≈ 1

(∆x)2

(
Sj|k+1

E − 2 Sj|k+1
P + Sj|k+1

W

)
. (4.2)

Por outro lado, utilizando diferenças finitas retroativa em ∂
∂x

(Sju) , tem-se
que (

∂

∂x
(Sju)

)∣∣∣∣k+1

P

≈ 1

2(∆x
2

)

(
Sj|k+1

e u|k+1
e − Sj|k+1

w u|k+1
w

)
. (4.3)

Como não se pode calcular os valores de Sj|k+1
e e Sj|k+1

w , pois as densidades das populações
devem ser calculadas nas coordenadas do tipo |k+1

E e |k+1
W , malha deslocada, utiliza-se o método

First Order Upwind (F.O.U.) [2] para calcular uma aproximação de Sj|k+1
e e Sj|k+1

w , logo tem-
se que

Sj|k+1
e ≈

(
1 + A|k+1

e

2

)
Sj|k+1

P +

(
1− A|k+1

e

2

)
Sj|k+1

E (4.4)

e

Sj|k+1
w ≈

(
1 + A|k+1

w

2

)
Sj|k+1

W +

(
1− A|k+1

w

2

)
Sj|kP , (4.5)

onde A|k+1
e é dada por

A|k+1
e =

{
1 ; u|k+1

e ≥ 0

−1 ; u|k+1
e < 0

. (4.6)
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Substituindo as equações (4.4) e (4.5) na equação (4.3) obtém-se que

(
∂

∂x
(Sju)

)∣∣∣∣k+1

P

≈ 1

∆x

[((
1 + A|k+1

e

2

)
Sj|k+1

P +

(
1− A|k+1

e

2

)
Sj|k+1

E

)
u|k+1
e

−

((
1 + A|k+1

w

2

)
Sj|k+1

W +

(
1− A|k+1

w

2

)
Sj|k+1

P

)
u|k+1
w

]

≈ 1

∆x

[(
1− A|k+1

e

2

)
u|k+1
e Sj|k+1

E −

(
1 + A|k+1

w

2

)
u|k+1
w Sj|k+1

W

+

((
1 + A|k+1

e

2

)
u|k+1
e −

(
1− A|k+1

w

2

)
u|k+1
w

)
Sj|k+1

P .

]
(4.7)

Por conveniência considera-se que

δ|k+1
e =

(
1 + A|k+1

e

2

)
u|k+1
e (4.8)

e

δ|k+1
e =

(
1− A|k+1

e

2

)
u|k+1
e , (4.9)

portanto a equação (4.7) pode ser reescrita como(
∂

∂x
(Sju)

)∣∣∣∣k+1

P

≈ 1

∆x

[
δ|k+1
e Sj|k+1

E +
(
δ|k+1
e − δ|k+1

w

)
Sj|k+1

P − δ|k+1
w Sj|k+1

W

]
. (4.10)

No presente trabalho, utiliza-se o método F.O.U para adequar o modelo para
quando o campo de velocidade não for prescrito, ou seja, nos casos onde o campo de velocidade
for calculado, como por exemplo, por meio das Equações de Navier-Stokes.

Para o termo ∂
∂t

(
∂
∂x

(Sju)
)

ao aplicar o método de diferenças finitas retroativa
no tempo, tem-se que

(
∂

∂t

(
∂

∂x
(Sju)

))∣∣∣∣k+1

P

≈ 1

∆t

((
∂

∂x
(Sju)

)∣∣∣∣k+1

P

−
(
∂

∂x
(Sju)

)∣∣∣∣k
P

)
. (4.11)

Pela equação (4.10) segue de (4.11) que(
∂

∂x
(Sju)

)∣∣∣∣k
P

≈ 1

∆x

[
δ|ke Sj|

k
E +

(
δ|ke − δ|kw

)
Sj|kP − δ|

k
w Sj|

k
W

]
. (4.12)
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Fazendo uso das equações (4.10) e (4.12) tem-se que a equação (4.11) pode ser reescrita como(
∂

∂t

(
∂

∂x
(Sju)

))∣∣∣∣k+1

P

≈ 1

∆t

[
1

∆x

(
δ|k+1
e Sj|k+1

E +
(
δ|k+1
e − δ|k+1

w

)
Sj|k+1

P − δ|k+1
w Sj|k+1

W

)
− 1

∆x

(
δ|ke Sj|

k
E +

(
δ|ke − δ|kw

)
Sj|kP − δ|

k
w Sj|

k
W

)]
≈ 1

∆x∆t

[
δ|k+1
e Sj|k+1

E +
(
δ|k+1
e − δ|k+1

w

)
Sj|k+1

P − δ|k+1
w Sj|k+1

W

− δ|ke Sj|
k
E −

(
δ|ke − δ|kw

)
Sj|kP + δ|kw Sj|

k
W

]
. (4.13)

Por fim, aplicando o método de diferenças finitas retroativa no tempo, tem-se
que (

∂

∂t
Sj

)∣∣∣∣k+1

P

≈ 1

∆t

(
Sj|k+1

P − Sj|kP
)
. (4.14)

4.2 DISCRETIZAÇÕES DOS TERMOS NÃO COMUNS NA EQUAÇÃO DA PRESA

Para discretizar o termo
(

1− τ1
∂F1

∂S1

)
∂S1

∂t
, note inicialmente que

([
1− τ1

∂F1

∂S1

]
∂S1

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

=

(
∂S1

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

− τ1

(
∂F1

∂S1

∂S1

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

. (4.15)

Observe que (
∂F1

∂S1

∂S1

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

=

(
∂F1

∂S1

)∣∣∣∣k+1

P

(
∂S1

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

, (4.16)

considerando F1 como dado em (3.31) e utilizando regras de derivação, tem-se que(
∂F1

∂S1

)∣∣∣∣k+1

P

= a1 − 2b1 S1|k+1
P − c1 S2|k+1

P . (4.17)

De (4.14), com j = 1, e de (4.17), a equação (4.16) torna-se(
∂F1

∂S1

∂S1

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

≈
(
a1 − 2b1 S1|k+1

P − c1 S2|k+1
P

)( 1

∆t

(
S1|k+1

P − S1|kP
))

≈ 1

∆t

(
a1 − 2b1 S1|k+1

P − c1 S2|k+1
P

)(
S1|k+1

P − S1|kP
)

≈ 1

∆t

(
a1 S1|k+1

P − 2b1 S
2
1

∣∣k+1

P
− c1 S1|k+1

P S2|k+1
P

− a1 S1|kP + 2b1 S1|kP S1|k+1
P + c1 S1|kP S2|k+1

P

)
. (4.18)

Como na equação (4.18) há um termo quadrático, deve-se linearizá-lo a fim
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de se obter um sistema linear. Utilizando o Teorema de Taylor, tem-se que

S2
1

∣∣k+1

P
= S2

1

∣∣k
P

+ ∆t

(
∂S2

1

∂t

)∣∣∣∣k
P

+
(∆t)2

2

(
∂S2

1

∂t

)∣∣∣∣k+ε

P

≈ S2
1

∣∣k
P

+ ∆t

(
∂S2

1

∂t

)∣∣∣∣k
P

≈ S2
1

∣∣k
P

+ ∆t

(
1

∆t

(
S2

1

∣∣k
P
− S2

1

∣∣k−1

P

))
≈ 2 S2

1

∣∣k
P
− S2

1

∣∣k−1

P
. (4.19)

Substituindo a equação (4.19) na equação (4.18),(
∂F1

∂S1

∂S1

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

≈ 1

∆t

(
a1 S1|k+1

P − 2b1

(
2 S2

1

∣∣k
P
− S2

1

∣∣k−1

P

)
− c1 S1|k+1

P S2|k+1
P

− a1 S1|kP + 2b1 S1|kP S1|k+1
P + c1 S1|kP S2|k+1

P

)
≈ 1

∆t

[(
a1 − c1 S2|k+1

P + 2b1 S1|kP
)
S1|k+1

P − a1 S1|kP

− 2b1

(
2 S2

1

∣∣k
P
− S2

1

∣∣k−1

P

)
+ c1 S1|kP S2|k+1

P

]
. (4.20)

Substituindo a equação (4.20) na equação (4.15), segue que([
1− τ1

∂F1

∂S1

]
∂S1

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

≈ 1

∆t

(
S1|k+1

P − S1|kP
)
− τ1

∆t

[
c1 S1|kP S2|k+1

P

+
(
a1 − c1 S2|k+1

P + 2b1 S1|kP
)
S1|k+1

P − a1 S1|kP

− 2b1

(
2 S2

1

∣∣k
P
− S2

1

∣∣k−1

P

)]
≈ 1

∆t

[(
1− τ1

(
a1 − c1 S2|k+1

P + 2b1 S1|kP
))

S1|k+1
P

−
(
1− τ1

(
a1 − c1S2|k+1

P + 4b1S1|kP
))
S1|kP

− 2τ1b1S
2
1 |k−1
P

]
. (4.21)

Ainda pela equação (4.19) tem-se que

F1|k+1
P = a1S1|k+1

P − b1S
2
1 |k+1
P − c1S1|k+1

P S2|k+1
P

≈ a1S1|k+1
P − b1

(
2 S2

1

∣∣k
P
− S2

1

∣∣k−1

P

)
− c1S1|k+1

P S2|k+1
P

≈
(
a1 − c1S2|k+1

P

)
S1|k+1

P − 2b1S
2
1 |kP + b1S

2
1 |k−1
P . (4.22)

Substituindo as equações (4.1), (4.2), (4.10), (4.13), com j = 1, e as equações
(4.21) e (4.22) na equação (3.25). Após algumas manipulações algébricas e reorganizando os
termos a discretização da equação (3.25) é dada por

Υk+1
i,W S1

∣∣∣∣k+1

W

+ Φk+1
i,P S1

∣∣∣∣k+1

P

+ Λk+1
i,E S1

∣∣∣∣k+1

E

= Γk+1
P,1 , (4.23)
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onde

Υk+1
i,W = −(τ1 + ∆t) δ|k+1

w

∆x∆t
− D1

(∆x)2
, (4.24)

Φk+1
i,P =

(τ1 + ∆t)
(
δ|k+1
e − δ|k+1

w

)
∆x∆t

+
1 + τ1

(
−a1 − 2b1S1|kP + c1S2|k+1

P

)
∆t

+ c1S2|k+1
P +

τ1

(∆t)2
+

2D1

(∆x)2
− a1, (4.25)

Λk+1
i,E =

(τ1 + ∆t) δ|k+1
e

∆x∆t
− D1

(∆x)2
, (4.26)

e

Γk+1
P,1 =

(
2τ1

(∆t)2
−
τ1

(
δ|kw − δ|ke

)
∆x∆t

+
1− τ1

(
a1 + 4b1S1|kP − c1S2|k+1

P

)
∆t

− 2b1S1|kP

)
S1|kP

− τ1δ|kw
∆x∆t

S1|kW +

(
2b1τ1S1|k−1

P

∆t
− τ1

(∆t)2
+ b1S1|k−1

P

)
S1|k−1

P +
τ1δ|ke
∆x∆t

S1|kE. (4.27)

4.3 DISCRETIZAÇÕES DOS TERMOS NÃO COMUNS NA EQUAÇÃO DO PREDADOR

Para discretizar o termo
(

1− τ2
∂F2

∂S2

)
∂S2

∂t
, note que

([
1− τ2

∂F2

∂S2

]
∂S2

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

=

(
∂S2

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

− τ2

(
∂F2

∂S1

∂S2

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

. (4.28)

Observe que (
∂F2

∂S2

∂S2

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

=

(
∂F2

∂S2

)∣∣∣∣k+1

P

(
∂S2

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

, (4.29)

considerando F2 como dado em (3.32) e que usando regras de derivação tem-se que(
∂F2

∂S2

)∣∣∣∣k+1

P

= −a2 + c2 S1|k+1
P . (4.30)

De (4.14), com j = 2, e de (4.30), a equação (4.29) torna-se(
∂F2

∂S2

∂S2

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

≈
(
−a2 + c2 S1|k+1

P

)( 1

∆t

(
S2|k+1

P − S2|kP
))

≈ 1

∆t

(
−a2 + c2 S1|k+1

P

)(
S2|k+1

P − S2|kP
)

(4.31)
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Substituindo a equação (4.31) em (4.28), segue que([
1− τ2

∂F2

∂S2

]
∂S2

∂t

)∣∣∣∣k+1

P

≈ 1

∆t

(
S2|k+1

P − S2|kP
)
− τ2

∆t

[(
−a2 + c2 S1|k+1

P

)
S2|k+1

P

−
(
−a2 + c2 S1|k+1

P

)
S2|kP

]
≈ 1

∆t

[(
1− τ2

(
−a2 + c2 S1|k+1

P

))
S2|k+1

P

−
(

1− τ2

(
−a2 + c2 S1|k+1

P

))
S2|kP

]
. (4.32)

Tem-se ainda que
F2|k+1

P =
(
−a2 + c2S1|k+1

P

)
S2|k+1

P . (4.33)

Substituindo as equações (4.1), (4.2), (4.10), (4.13), com j = 2, e as equações
(4.32) e (4.33) na equação (3.25), tem-se após algumas manipulações algébricas e reorganização
dos termos que a discretização da equação (3.25) é dada por

Υ
k+1

i,W S2

∣∣∣∣k+1

W

+ Φ
k+1

i,P S2

∣∣∣∣k+1

P

+ Λ
k+1

i,E S2

∣∣∣∣k+1

E

= Γ
k+1

P,1 , (4.34)

onde

Υ
k+1

i,W = −(τ2 + ∆t) δ|k+1
w

∆x∆t
− D2

(∆x)2
, (4.35)

Φ
k+1

i,P =
(τ2 + ∆t)

(
δ|k+1
e − δ|k+1

w

)
∆x∆t

+
1− τ2(c2S1|k+1

P − a2)

∆t
− c2S1|k+1

P

+
τ2

(∆t)2
+

2D2

(∆x)2
+ a2, (4.36)

Λ
k+1

i,E =
(τ2 + ∆t) δ|k+1

e

∆x∆t
− D2

(∆x)2
(4.37)

e

Γ
k+1

P,1 =
τ2δ|ke
∆x∆t

S1|kE +

(
2τ2

(∆t)2
−
τ2

(
δ|kw − δ|ke

)
∆x∆t

+
1− τ2(c2S1|k+1

P − a2)

∆t

)
S2|kP

− τ2δ|kw
∆x∆t

S2|kW −
τ2

(∆t)2
S2|k−1

P . (4.38)

4.4 SISTEMAS LINEARES RESULTANTES DAS DISCRETIZAÇÕES (4.23) E (4.34)

Utilizando o método das diferenças finitas, obteve-se nas subseções 4.2 e 4.3,
dois sistemas lineares a serem resolvidos no nível de tempo k+1, descritos nas equações (4.23)
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e (4.34). Como os sistemas lineares estão no mesmo sistema de coordenadas, ou seja, estão
sobre as coordenadas cardinais, assim pode-se considerar W = i− 1, P = i e E = i+ 1, com
i = 2, . . . , n. Com o intuito de simplificar a notação, considera-se ainda que Sj|tkxi = Sj|ki . No
caso da presa, o sistema linear obtido no nível de tempo k + 1 pode ser descrito por

Ak+1sk+1
1 = bk+1, (4.39)

onde

Ak+1 =



Φk+1
1,2 Λk+1

1,3 0 0 0 · · · 0

Υk+1
2,2 Φk+1

2,3 Λk+1
2,4 0 0 · · · 0

0 Υk+1
3,3 Φk+1

3,4 Λk+1
3,5 0 · · · 0

... . . . . . . . . . ...
0 · · · 0 Υk+1

n−3,n−3 Φk+1
n−3,n−2 Λk+1

n−3,n−1 0

0 · · · 0 0 Υk+1
n−2,n−2 Φk+1

n−2,n−1 Λk+1
n−2,n

0 · · · 0 0 0 Υk+1
n−1,n−1 Φk+1

n−1,n


, (4.40)

sk+1
1 =



S1|k+1
2

S1|k+1
3

S1|k+1
4
...

S1|k+1
n−2

S1|k+1
n−1

S1|k+1
n


(4.41)

e

bk+1 =



Γk+1
2,1 − Φk+1

1,1 S1|k+1
1

Γk+1
3,1

Γk+1
4,1
...

Γk+1
n−2,1

Γk+1
n−1,1

Γk+1
n,1 − Λk+1

n,n+1S1|k+1
n+1


. (4.42)

De maneira análoga, pode-se construir o sistema linear para o predador dado
por

A
k+1

sk+1
2 = b

k+1
, (4.43)
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onde

A
k+1

=



Φ
k+1

1,2 Λ
k+1

1,3 0 0 0 · · · 0

Υ
k+1

2,2 Φ
k+1

2,3 Λ
k+1

2,4 0 0 · · · 0

0 Υ
k+1

3,3 Φ
k+1

3,4 Λ
k+1

3,5 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...

0 · · · 0 Υ
k+1

n−3,n−3 Φ
k+1

n−3,n−2 Λ
k+1

n−3,n−1 0

0 · · · 0 0 Υ
k+1

n−2,n−2 Φ
k+1

n−2,n−1 Λ
k+1

n−2,n

0 · · · 0 0 0 Υ
k+1

n−1,n−1 Φ
k+1

n−1,n


, (4.44)

sk+1
2 =



S2|k+1
2

S2|k+1
3

S2|k+1
4
...

S2|k+1
n−2

S2|k+1
n−1

S2|k+1
n


(4.45)

e

b
k+1

=



Γ
k+1

2,1 − Φ
k+1

1,1 S2|k+1
1

Γ
k+1

3,1

Γ
k+1

4,1
...

Γ
k+1

n−2,1

Γ
k+1

n−1,1

Γ
k+1

n,1 − Λ
k+1

n−1,n+1S2|k+1
n+1


. (4.46)

Pelas discretizações apresentadas, equações (4.23) e (4.34), pode-se observar
que para encontrar o valor da densidade das populações no nó (P, k + 1) é necessário conhecer
os valores dos nós (W,k + 1), (E, k + 1), (W,k), (P, k), (E, k) e (P, k − 1). A figura 4.2
apresenta um esquema da célula computacional, evidenciando o esquema implícito..
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Figura 4.2: Célula computacional para resolução do sistema discretizado predador-presa pro-
posto.

Fonte: Autor
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5 ANÁLISE DA CONSISTÊNCIA

Ao resolver uma EDP numericamente, é natural perguntar se a solução numé-
rica calculada está se aproximando da solução real da EDP que se está resolvendo. A resposta
para essa pergunta, depende da consistência, estabilidade e convergência do método empregado
[10]. Desta forma, neste capítulo será realizado uma análise de consistência das discretizações
do sistema (3.26).

5.1 ANÁLISE DE CONSISTÊNCIA DAS DISCRETIZAÇÕES

Uma característica importante de uma discretização construída por diferenças
finitas é a consistência com a equação diferencial parcial discretizada, isto é, ao substituir a
expansão em série de Taylor na equação de diferenças finitas e considerar ∆x,∆t → 0, o erro
local de truncamento (ELT) também deve tender a zero, resultando apenas a EDP aplicada em
um ponto da malha. Caso o ELT tenda para zero, a discretização é dita consistente com a EDP.
Essencialmente, a análise de consistência é o caminho inverso do processo de discretização.

Neste capítulo serão feitas as análises da consistência das discretizações das
equações que se encontram no capítulo 4. A fim de facilitar a compreensão dos cálculos en-
volvidos, inicialmente será analisada a consistência das discretizações quando τ1 = τ2 = 0 e
u ≡ 0. Posteriormente será considerado τ1 6= 0, τ2 6= 0 e u ≡ 0. Por fim, será analisado a
discretização da equação (3.25) considerando τ1 6= 0, τ2 6= 0 e u 6= 0.

5.1.1 Análise da consistência das discretizações com τ1 = τ2 = 0 e u ≡ 0.

Considerando τ1 = τ2 = 0 e u ≡ 0, obtém-se,
∂S1

∂t
−D1

∂2S1

∂x2
− F1 = 0

∂S2

∂t
−D2

∂2S2

∂x2
− F2 = 0. (5.1)

Quando Fj = 0, com j = 1, 2, as equações do sistema (5.1) são conhecidas como equação
transiente de difusão ou simplesmente como equação de difusão de calor.

Para discretizar as equações do sistema (5.1) considera-se as discretizações
dadas no capítulo 4 nas equações (4.23) e (4.34), com τ1 = τ2 = 0 e u ≡ 0. Assim, obtém-se
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− D1

(∆x)2
S1

∣∣∣∣k+1

W

+

(
1

∆t
+ c1S2

∣∣∣∣k+1

P

+
2D1

(∆x)2
− a1

)
S1

∣∣∣∣k+1

P

− D1

(∆x)2
S1

∣∣∣∣k+1

E

−

(
1

∆t
− 2b1S1

∣∣∣∣k
P

)
S1

∣∣∣∣k
P

− b1S
2
1

∣∣∣∣k−1

P

= 0, (5.2)

e

− D2

(∆x)2
S2

∣∣∣∣k+1

W

+

(
1

∆t
− c2S1|k+1

P +
2D2

(∆x)2
+ a2

)
S2

∣∣∣∣k+1

P

− D2

(∆x)2
S2

∣∣∣∣k+1

E

−
(

1

∆t

)
S2|kP = 0. (5.3)

Primeiramente será analisada a consistência da equação (5.2). Para tal, aplicar-

se-a a série de Taylor para duas variáveis nos termo S1

∣∣∣∣k
P

, S1

∣∣∣∣k+1

W

e S1

∣∣∣∣k+1

E

, levando em consi-

deração que W = P −∆x e E = P + ∆x. Assim tem-se que

S1

∣∣∣∣k
P

= S1

∣∣∣∣k+1

P

−∆t
∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

+
(∆t)2

2

∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆t3), (5.4)

S1

∣∣∣∣k+1

W

= S1

∣∣∣∣k+1

P

−∆x
∂S1

∂x

∣∣∣∣k+1

P

+
(∆x)2

2

∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

− (∆x)3

3!

∂3S1

∂t3

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆x4) (5.5)

e

S1

∣∣∣∣k+1

E

= S1

∣∣∣∣k+1

P

+ ∆x
∂S1

∂x

∣∣∣∣k+1

P

+
(∆x)2

2

∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

+
(∆x)3

3!

∂3S1

∂t3

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆x4). (5.6)

Substituindo as equações (5.4), (5.5) e (5.6) na equação (5.2) e fazendo algumas manipulações
algébricas e simplificações, obtém-se que

∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

− D1
∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

−

(
a1S1

∣∣∣∣k+1

P

− b1

(
2S2

1

∣∣∣∣k
P

− S2
1

∣∣∣∣k−1

P

)
− c1S1

∣∣∣∣k+1

P

S2

∣∣∣∣k+1

P

)

− ∆t

2

∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

− 2D1
O(∆x4)

(∆x)2
− O(∆t3)

∆t
= 0. (5.7)

Observe que utilizando novamente série de Taylor para duas variáveis tem-se
que

S2
1

∣∣∣∣k
P

= S2
1

∣∣∣∣k+1

P

−∆t
∂S2

1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

+
(∆t)2

2

∂2S2
1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆t3) (5.8)

e

S2
1

∣∣∣∣k−1

P

= S2
1

∣∣∣∣k+1

P

− 2∆t
∂S2

1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

+
4(∆t)2

2

∂2S2
1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆t3), (5.9)
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portanto

2S2
1

∣∣∣∣k
P

− S2
1

∣∣∣∣k−1

P

= S2
1

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆t3). (5.10)

Substituindo a equação (5.10), na equação (5.7) segue que

∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

− D1
∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

−

(
a1S1

∣∣∣∣k+1

P

− b1S
2
1

∣∣∣∣k+1

P

− c1S1

∣∣∣∣k+1

P

S2

∣∣∣∣k+1

P

)

+ b1O(∆t3)− ∆t

2

∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

− 2D1
O(∆x4)

(∆x)2
− O(∆t3)

∆t
= 0. (5.11)

Como

F1

∣∣∣∣k+1

P

= a1S1

∣∣∣∣k+1

P

− b1S
2
1

∣∣∣∣k+1

P

− c1S1

∣∣∣∣k+1

P

S2

∣∣∣∣k+1

P

, (5.12)

tem-se que a equação (5.11) torna-se

∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

−D1
∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

− F1

∣∣∣∣k+1

P︸ ︷︷ ︸
EDP

=
∆t

2

∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

− b1O(∆t3) + 2D1
O(∆x4)

(∆x)2
+
O(∆t3)

∆t︸ ︷︷ ︸
Erro Local de Truncamento

.

(5.13)
Quando ∆t,∆x → 0, o E.L.T. presente na equação (5.13) tende a zero, for-

necendo
∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

−D1
∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

− F1

∣∣∣∣k+1

P

= 0. (5.14)

Este fato indica que a discretização (5.2) é consistente com a EDP do sistema (5.1) relacionada
a presa.

Similarmente, para a análise da consistência de (5.3), aplica-se a expansão em

série de Taylor nos termos S2

∣∣∣∣k
P

, S2

∣∣∣∣k+1

W

e S2

∣∣∣∣k+1

E

, levando em consideração que W = P −∆x

e E = P + ∆x, tem-se que

S2

∣∣∣∣k
P

= S2

∣∣∣∣k+1

P

−∆t
∂S2

∂t

∣∣∣∣k+1

P

+
(∆t)2

2

∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆t3), (5.15)

S2

∣∣∣∣k+1

W

= S2

∣∣∣∣k+1

P

−∆x
∂S2

∂x

∣∣∣∣k+1

P

+
(∆x)2

2

∂2S2

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

− (∆t)3

3!

∂3S2

∂t3

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆x4) (5.16)

e

S2

∣∣∣∣k+1

E

= S2

∣∣∣∣k+1

P

+ ∆x
∂S2

∂x

∣∣∣∣k+1

P

+
(∆x)2

2

∂2S2

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

+
(∆t)3

3!

∂3S2

∂t3

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆x4). (5.17)
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Substituindo as equações (5.15), (5.16) e (5.17) na equação (5.3) e fazendo
algumas manipulações algébricas e simplificações, obtém-se que

∂S2

∂t

∣∣∣∣k+1

P

− D2
∂2S2

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

−

(
−a2S2

∣∣∣∣k+1

P

+ c2S1

∣∣∣∣k+1

P

S2

∣∣∣∣k+1

P

)
=

∆t

2

∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+ 2D2
O(∆x4)

(∆x)2
+
O(∆t3)

∆t
. (5.18)

Como

F2

∣∣∣∣k+1

P

= −a2S2

∣∣∣∣k+1

P

+ c2S1

∣∣∣∣k+1

P

S2

∣∣∣∣k+1

P

, (5.19)

tem-se que a equação (5.18) torna-se

∂S2

∂t

∣∣∣∣k+1

P

−D2
∂2S2

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

− F2

∣∣∣∣k+1

P︸ ︷︷ ︸
EDP

=
∆t

2

∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+ 2D2
O(∆x4)

(∆x)2
+
O(∆t3)

∆t︸ ︷︷ ︸
Erro Local de Truncamento

(5.20)

Quando ∆t,∆x → 0, o ELT presente na equação (5.20) tende a zero, forne-
cendo

∂S2

∂t

∣∣∣∣k+1

P

−D1
∂2S2

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

− F2

∣∣∣∣k+1

P

= 0. (5.21)

Este fato indica que a discretização (5.3) é consistente com a EDP do sistema (5.1) relacionada
ao predador.

Portanto, quando se considera τ1 = τ2 = 0 e u ≡ 0 nas discretizações (4.23)
e (4.34), segue que são consistentes com as EDP’s.

5.1.2 Análise da consistência das discretizações com τ1 6= 0, τ2 6= 0 e u ≡ 0.

Considerando τ1 6= 0, τ2 6= 0 e u ≡ 0 na equação (3.25), com j = 1, 2,
obtém-se 

τ1
∂2S1

∂t2
+

(
1− τ1

dF1

dS1

)
∂S1

∂t
−D1

∂2S1

∂x2
− F1 = 0

τ2
∂2S2

∂t2
+

(
1− τ2

dF2

dS2

)
∂S2

∂t
−D2

∂2S2

∂x2
− F2 = 0. (5.22)

Para discretizar as equações do sistema (5.22) considera-se a discretização
dada no capítulo 4 nas equações (4.23) e (4.34), com u ≡ 0. Assim, obtém-se
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(
1 + τ1

(
−a1 − 2b1S1|kP + c1S2|k+1

P

)
∆t

+ c1S2|k+1
P +

τ1

(∆t)2
+

2D1

(∆x)2
− a1

)
S1

∣∣∣∣k+1

P

− D1

(∆x)2
S1

∣∣∣∣k+1

W

− D1

(∆x)2
S1

∣∣∣∣k+1

E

−
(

2b1τ1S1|k−1
P

∆t
− τ1

(∆t)2
+ b1S1|k−1

P

)
S1|k−1

P

−

(
2τ1

(∆t)2
+

1− τ1

(
a1 + 4b1S1|kP − c1S2|k+1

P

)
∆t

− 2b1S1|kP

)
S1|kP = 0 (5.23)

e (
1− τ2(c2S1|k+1

P − a2)

∆t
− c2S1|k+1

P +
τ2

(∆t)2
+

2D2

(∆x)2
+ a2

)
S2

∣∣∣∣k+1

P

− D2

(∆x)2
S2

∣∣∣∣k+1

W

− D2

(∆x)2
S2

∣∣∣∣k+1

E

−
(

2τ2

(∆t)2
+

1− τ2(c2S1|k+1
P − a2)

∆t

)
S2|kP +

τ2

(∆t)2
S2|k−1

P = 0. (5.24)

Primeiramente será analisada a consistência da equação (5.23), que é reescrita
por (

1

∆t
+ c1S2

∣∣∣∣k+1

P

+
2D1

(∆x)2
− a1

)
S1

∣∣∣∣k+1

P

− D1

(∆x)2
S1

∣∣∣∣k+1

W

− D1

(∆x)2
S1

∣∣∣∣k+1

E

− b1S
2
1

∣∣∣∣k−1

P︸ ︷︷ ︸
Equação (5.2)

−

(
1

∆t
− 2b1S1

∣∣∣∣k
P

)
S1

∣∣∣∣k
P︸ ︷︷ ︸

Equação (5.2)

+

(
τ1

(
−a1 − 2b1S1|kP + c1S2|k+1

P

)
∆t

+
τ1

(∆t)2

)
S1

∣∣∣∣k+1

P

−

(
2τ1

(∆t)2
−
τ1

(
a1 + 4b1S1|kP − c1S2|k+1

P

)
∆t

− 2b1S1|kP

)
S1

∣∣∣∣k
P

− 2b1τ1S
2
1 |k−1
P

∆t
+
τ1S1|k−1

P

(∆t)2
= 0

(5.25)

Como a primeira parte da discretização, que está sendo analisada, já foi calcu-
lada, ver equação (5.2), deve-se então avaliar os demais termos de (5.25), expressado em (5.26),
ou seja, (

τ1

(
−a1 − 2b1S1|kP + c1S2|k+1

P

)
∆t

+
τ1

(∆t)2

)
S1

∣∣∣∣k+1

P

− 2b1τ1S
2
1 |k−1
P

∆t
+
τ1S1|k−1

P

(∆t)2

−

(
2τ1

(∆t)2
−
τ1

(
a1 + 4b1S1|kP − c1S2|k+1

P

)
∆t

− 2b1S1|kP

)
S1

∣∣∣∣k
P

= 0. (5.26)
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Considerando as expansões de Taylor dadas nas equações (5.4), (5.8), (5.9) e que

S1

∣∣∣∣k−1

P

= S1

∣∣∣∣k+1

P

− 2∆t
∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

+
(2∆t)2

2

∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆t3), (5.27)

substituindo-as na equação (5.26), tem-se após algumas manipulações algébricas, simplifica-
ções e reagrupando

τ1
∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

− τ1

(
a1 − 2b1S1

∣∣∣∣k+1

P

− c1S2

∣∣∣∣k+1

P

)
∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

+ ∆t
4b1τ1

2

∂2S2
1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+∆t

[(
a1τ1

2
− b1τ1S1

∣∣∣∣k+1

P

− c1τ1

2
S2

∣∣∣∣k+1

P

)
∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

− 4b1τ1
∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

]

+τ1
O(∆t3)

∆t

(
a1 − 2b1S1

∣∣∣∣k+1

P

− 2b1 − c1S2

∣∣∣∣k+1

P

+ 4b1

)
− τ1
O(∆t3)

∆t2
= 0. (5.28)

Como

dF1

dS1

∣∣∣∣k+1

P

= a1 − 2b1S1

∣∣∣∣k+1

P

− c1S2

∣∣∣∣k+1

P

, (5.29)

tem-se que a equação (5.28) torna-se

τ1
∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

− τ1
dF1

dS1

∣∣∣∣k+1

P

∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

+ ∆t
4b1τ1

2

∂2S2
1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P︸ ︷︷ ︸
ELT

+∆t

[(
a1τ1

2
− b1τ1S1

∣∣∣∣k+1

P

− c1τ1

2
S2

∣∣∣∣k+1

P

)
∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

− 4b1τ1
∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

]
︸ ︷︷ ︸

ELT

+τ1
O(∆t3)

∆t

(
a1 − 2b1S1

∣∣∣∣k+1

P

− 2b1 − c1S2

∣∣∣∣k+1

P

+ 4b1

)
− τ1
O(∆t3)

∆t2︸ ︷︷ ︸
ELT

= 0. (5.30)

Quando ∆t,∆x → 0, o ELT presente na equação (5.30) tende a zero, forne-
cendo

τ1
∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

− τ1
dF1

dS1

∣∣∣∣k+1

P

∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

= 0. (5.31)

Assim, considerando os resultados dados na subseção 5.1.1 para a equação (5.2), segue que a
equação (5.23), quando considera-se ∆t,∆x→ 0, torna-se

τ1
∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+
∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

− τ1
dF1

dS1

∣∣∣∣k+1

P

∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

−D1
∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

− F1

∣∣∣∣k+1

P

= 0, (5.32)
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ou ainda,

τ1
∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+

(
1− τ1

dF1

dS1

∣∣∣∣k+1

P

)
∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

−D1
∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

− F1

∣∣∣∣k+1

P

= 0. (5.33)

Portanto a discretização dada na equação (5.23) é consistente com a EDP do sistema (5.22)
relacionado a presa.

Por fim, será estudada a consistência da discretização dada pela equação
(5.24). Reorganizando os termos da equação (5.24) segue(

1

∆t
− c2S1|k+1

P +
2D2

(∆x)2
+ a2

)
S2

∣∣∣∣k+1

P

− D2

(∆x)2
S2

∣∣∣∣k+1

W

− D2

(∆x)2
S2

∣∣∣∣k+1

E

− 1

∆t
S2

∣∣∣∣k
P︸ ︷︷ ︸

Equação (5.3)

+

(
τ2

(∆t)2
− τ2(c2S1|k+1

P − a2)

∆t

)
S2

∣∣∣∣k+1

P

−
(

2τ2

(∆t)2
− τ2(c2S1|k+1

P − a2)

∆t

)
S2

∣∣∣∣k
P

+
τ2

(∆t)2
S2

∣∣∣∣k−1

P

= 0., (5.34)

Como a primeira parte da discretização, que está sendo analisada, já foi calcu-
lada, ver equação (5.3), deve-se então avaliar os demais termos de (5.34), expressado em (5.35),
ou seja,(

τ2

(∆t)2
− τ2(c2S1|k+1

P − a2)

∆t

)
S2

∣∣∣∣k+1

P

−
(

2τ2

(∆t)2
− τ2(c2S1|k+1

P − a2)

∆t

)
S2

∣∣∣∣k
P

+
τ2

(∆t)2
S2

∣∣∣∣k−1

P

= 0.

(5.35)
Considerando a expansão da Série de Taylor dada em (5.15) e

S2

∣∣∣∣k−1

P

= S2

∣∣∣∣k+1

P

− 2∆t
∂S2

∂t

∣∣∣∣k+1

P

+
(2∆t)2

2

∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆t3), (5.36)

e substituindo-as na equação (5.35) tem-se, após algumas manipulações algébricas, simplifica-
ções e reagrupamentos, que

τ2
∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

− τ2

(
c2S1

∣∣∣∣k+1

P

− a2

)
∂S2

∂t

∣∣∣∣k+1

P

− τ2
O(∆t3)

∆t2
− a2τ2

O(∆t3)

∆t

+c2τ2S1

∣∣∣∣k+1

P

O(∆t3)

∆t
+

∆t

2

(
c2τ2S1

∣∣∣∣k+1

P

∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

− a1τ2
∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

)
= 0 (5.37)

Como
dF2

dS2

∣∣∣∣k+1

P

= c2S1

∣∣∣∣k+1

P

− a2. (5.38)
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Enfim a equação (5.37) pode ser reescrita como

τ2
∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

− τ2
dF2

dS2

∣∣∣∣k+1

P

∂S2

∂t

∣∣∣∣k+1

P

−τ2
O(∆t3)

∆t2
− a2τ2

O(∆t3)

∆t
+ c2τ2S1

∣∣∣∣k+1

P

O(∆t3)

∆t︸ ︷︷ ︸
ELT

+
∆t

2

(
c2τ2S1

∣∣∣∣k+1

P

∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

− a1τ2
∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

)
︸ ︷︷ ︸

ELT

= 0. (5.39)

Quando ∆t,∆x → 0, o ELT presente na equação (5.39) tende a zero, forne-
cendo

τ2
∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

− τ2
dF2

dS2

∣∣∣∣k+1

P

∂S2

∂t

∣∣∣∣k+1

P

= 0. (5.40)

Considerando os resultados dados na subseção 5.1.1 para a equação (5.3), segue que a equação
(5.34), quando considera-se ∆t,∆x→ 0, torna-se

τ2
∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+
∂S2

∂t

∣∣∣∣k+1

P

− τ2
dF2

dS2

∣∣∣∣k+1

P

∂S2

∂t

∣∣∣∣k+1

P

−D2
∂2S2

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

− F2

∣∣∣∣k+1

P

= 0, (5.41)

ou ainda,

τ2
∂2S2

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+

(
1− τ2

dF2

dS2

∣∣∣∣k+1

P

)
∂S2

∂t

∣∣∣∣k+1

P

−D2
∂2S2

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

− F2

∣∣∣∣k+1

P

= 0. (5.42)

Portanto a discretização dada na equação (5.24) é consistente com a EDP do sistema (5.22)
relacionada com o predador.

5.1.3 Análise da consistência das discretizações com τ1 6= 0, τ2 6= 0 e u 6= 0.

Ao considerar τ1 6= 0, τ2 6= 0 e u 6= 0 na equação (3.25), com j = 1, 2,
obtém-se o sistema (3.26) e suas discretizações são dadas pelas equações (4.23) e (4.34). Para
analisar consistência da discretização dada pela equação (4.23), observe inicialmente que a
equação (4.23) pode ser reescrita como
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(
1

∆t
+ c1S2

∣∣∣∣k+1

P

+
2D1

(∆x)2
− a1

)
S1

∣∣∣∣k+1

P

− D1

(∆x)2
S1

∣∣∣∣k+1

W

− D1

(∆x)2
S1

∣∣∣∣k+1

E

+
τ1S1|k−1

P

(∆t)2︸ ︷︷ ︸
Equação (5.23)

−

(
1

∆t
− 2b1S1

∣∣∣∣k
P

)
S1

∣∣∣∣k
P

+

(
τ1

(
−a1 − 2b1S1|kP + c1S2|k+1

P

)
∆t

+
τ1

(∆t)2

)
S1

∣∣∣∣k+1

P︸ ︷︷ ︸
Equação (5.23)

−

(
2τ1

(∆t)2
−
τ1

(
a1 + 4b1S1|kP − c1S2|k+1

P

)
∆t

− 2b1S1|kP

)
S1

∣∣∣∣k
P

− 2b1τ1S
2
1 |k−1
P

∆t
− b1S

2
1

∣∣∣∣k−1

P︸ ︷︷ ︸
Equação (5.23)

+
(τ1 + ∆t)

∆x∆t

(
−δ|k+1

w S1

∣∣∣∣k+1

W

− δ|k+1
w S1

∣∣∣∣k+1

P

+ δ|k+1
e S1

∣∣∣∣k+1

P

+ δ|k+1
e S1

∣∣∣∣k+1

E

)

+
τ1

∆x∆t

(
δ|kwS1

∣∣∣∣k
W

+ δ|kwS1

∣∣∣∣k
P

− δ|keS1

∣∣∣∣k
P

− δ|keS1

∣∣∣∣k
E

)
= 0. (5.43)

Como a primeira parte da discretização, que está sendo analisada, já foi cal-
culada, ver equação (5.23) na subseção 5.1.2, deve-se então avaliar os demais termos de (5.43),
descrito em (5.44), ou seja,

(τ1 + ∆t)

∆x∆t

(
−δ|k+1

w S1

∣∣∣∣k+1

W

− δ|k+1
w S1

∣∣∣∣k+1

P

+ δ|k+1
e S1

∣∣∣∣k+1

P

+ δ|k+1
e S1

∣∣∣∣k+1

E

)

+
τ1

∆x∆t

(
δ|kwS1

∣∣∣∣k
W

+ δ|kwS1

∣∣∣∣k
P

− δ|keS1

∣∣∣∣k
P

− δ|keS1

∣∣∣∣k
E

)
= 0. (5.44)

Observe inicialmente que pelas equações (4.5), (4.8) e (4.9), no nível de
tempo k + 1, tem-se que

−δ|k+1
w S1

∣∣∣∣k+1

W

− δ|k+1
w S1

∣∣∣∣k+1

P

= −

(
1 + A|k+1

w

2

)
u|k+1
w S1

∣∣∣∣k+1

W

−

(
1− A|k+1

w

2

)
u|k+1
w S1

∣∣∣∣k+1

P

= − u|k+1
w

((
1 + A|k+1

w

2

)
S1

∣∣∣∣k+1

W

−

(
1− A|k+1

w

2

)
S1

∣∣∣∣k+1

P

)
︸ ︷︷ ︸

Equação (4.5)

= − u|k+1
w S1

∣∣∣∣k+1

w

= − (S1u)

∣∣∣∣k+1

w

. (5.45)
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De maneira análoga, utilizando as equações (4.4), (4.8) e (4.9), no nível de
tempo k + 1, tem-se que

δ|k+1
e S1

∣∣∣∣k+1

P

+ δ|k+1
e S1

∣∣∣∣k+1

E

= (S1u)

∣∣∣∣k+1

e

. (5.46)

Por fim, pelas equações (4.4), (4.5), (4.8) e (4.9), no nível de tempo k, tem-se que

δ|kwS1

∣∣∣∣k
W

+ δ|kwS1

∣∣∣∣k
P

= (S1u)

∣∣∣∣k
w

(5.47)

e

−δ|keS1

∣∣∣∣k
P

− δ|keS1

∣∣∣∣k
E

= − (S1u)

∣∣∣∣k
e

. (5.48)

Substituindo as equações (5.45), (5.46), (5.47) e (5.48) na equação (5.44)
obtém-se

(τ1 + ∆t)

∆x∆t

(
− (S1u)

∣∣∣∣k+1

w

+ (S1u)

∣∣∣∣k+1

e

)
+

τ1

∆x∆t

(
(S1u)

∣∣∣∣k
w

− (S1u)

∣∣∣∣k
e

)
= 0. (5.49)

Para realizar a análise da consistência deve-se levar em consideração que w =

P − ∆x
2

e e = P + ∆x
2

. Assim as expansões em série de Taylor (Teorema 2.2) tornam-se

(S1u)

∣∣∣∣k+1

e

= (S1u)

∣∣∣∣k+1

P

+

(
∆x

2

)
∂ (S1u)

∂x

∣∣∣∣k+1

P

+
1

2

(
∆x

2

)2
∂2 (S1u)

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆t3), (5.50)

(S1u)

∣∣∣∣k+1

w

= (S1u)

∣∣∣∣k+1

P

−
(

∆x

2

)
∂ (S1u)

∂x

∣∣∣∣k+1

P

+
1

2

(
∆x

2

)2
∂2 (S1u)

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆t3), (5.51)

(S1u)

∣∣∣∣k
e

= (S1u)

∣∣∣∣k+1

P

+

(
∆x

2

)
∂ (S1u)

∂x

∣∣∣∣k+1

P

−∆t
∂ (S1u)

∂t

∣∣∣∣k+1

P

+
1

2

(
∆x

2

)2
∂2 (S1u)

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

− ∆t∆x
∂2 (S1u)

∂t∂x

∣∣∣∣k+1

P

+
(∆t)2

2

∂2 (S1u)

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆x3,∆t3), (5.52)

e

(S1u)

∣∣∣∣k
w

= (S1u)

∣∣∣∣k+1

P

−
(

∆x

2

)
∂ (S1u)

∂x

∣∣∣∣k+1

P

−∆t
∂ (S1u)

∂t

∣∣∣∣k+1

P

+
1

2

(
∆x

2

)2
∂2 (S1u)

∂x2
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∂t∂x

∣∣∣∣k+1

P
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(∆t)2

2

∂2 (S1u)

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+O(∆x3,∆t3). (5.53)
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Substituindo as expansões dadas pelas equações (5.50), (5.51), (5.52) e (5.53)
na equação (5.49), tem-se após algumas manipulações algébricas, simplificações e reagrupa-
mentos, que

τ1
∂2 (S1u)

∂t∂x

∣∣∣∣k+1

P

+
∂ (S1u)

∂x

∣∣∣∣k+1

P

+
τ1

∆x∆t

(
O(∆x3) +O(∆x3,∆t3)

)
+
O(∆x3)

∆x︸ ︷︷ ︸
ELT

= 0. (5.54)

Quando se considera ∆x,∆t→ 0, o ELT presente na equação (5.54) tende a
zero, fornecendo

τ1
∂2 (S1u)

∂t∂x

∣∣∣∣k+1

P

+
∂ (S1u)

∂x

∣∣∣∣k+1

P

= 0. (5.55)

Assim, levando em consideração os resultados obtidos na subseção 5.1.2 para a equação (5.23),
segue que a equação (5.43), quando considera-se ∆x,∆t→ 0, torna-se

τ1
∂2S1

∂t2

∣∣∣∣k+1

P

+ τ1

(
∂2 (S1u)

∂t∂x

) ∣∣∣∣k+1

P

+

(
1− τ1

dF1

dS1

∣∣∣∣k+1

P

)
∂S1

∂t

∣∣∣∣k+1

P

+
∂ (S1u)

∂x

∣∣∣∣k+1

P

− D1
∂2S1

∂x2

∣∣∣∣k+1

P

− F1

∣∣∣∣k+1

P

= 0. (5.56)

Portanto a discretização dada pela equação (5.43) é consistente com a EDP (3.25).
Para analisar a consistência da discretização da EDP do sistema (3.26) relaci-

onado ao predador, deve-se considerar que na análise da consistência da discretização da EDP
relacionada a presa, quando se considera os resultados da subseção 5.1.2, o termo que foi ana-
lisado separadamente não tem a influência do termo fonte, portanto a análise de consistência
da discretização da EDP do sistema (3.26) relacionada ao predador segue de maneira análoga a
realizada para a EDP da presa, ou seja, pode-se concluir que a discretização dada pela equação
(4.34) é consistente com a EDP do sistema (3.26) relacionada ao predador.

5.2 CONVERGÊNCIA

Sabe-se que se a discretização for consistente, então quando considera-se
∆x,∆t → 0, o ELT se anula e recupera-se a EDP. Caso a solução numérica se aproxime
da solução exata da EDP, conforme ∆x,∆t→ 0, o método numérico é dito ser convergente.

A consistência é uma condição necessária para a convergência do método
aplicado, pois ao considerar ∆x,∆t → 0 e não se recuperar a EDP original, então a solução
numérica também não se aproximará da solução exata da EDP original, mas sim da equação
com a qual a discretização for consistente. Contudo, consistência por si só não é suficiente,
caso a solução numérica não seja convergente.
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A convergência é uma qualidade extremamente importante, porém difícil de
ser demonstrada diretamente. Em geral, utiliza-se uma técnica baseada no Teorema de Equi-
valência de Lax. O Teorema de Equivalência de Lax garante que para um problema de valor
inicial bem-posto e um método de discretização consistente, estabilidade é condição necessária
e suficiente para a convergência [10], em resumo,

Consistência + Estabilidade � Convergência .

A análise da estabilidade da discretização do sistema predador-presa será re-
alizada de forma numérica, devido a complexidade da EDP utilizada no modelo. Para a análise
serão realizadas simulações numéricas no capítulo 6.
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6 SIMULAÇÕES NUMÉRICAS E ANÁLISE DE ESTABILIDADE

6.1 IMPLEMENTAÇÃO

As equações discretizadas foram implementadas na linguagem Fortran 90 e
compilada no Linux/Ubuntu. A visualização dos resultados obtidos pelas soluções numéricas
encontradas e as edições das figuras realiza-se por meio dos softwares Gnuplot e GIMP-GNU,
respectivamente.

Para a resolução dos sistemas lineares resultantes das discretizações utiliza-se
o método iterativo de Gauss-Seidel descrito pela equação (2.28) no capítulo 2. Como critério
de parada considera-se o erro relativo dado por

Eit+1
j =

∣∣∣∣Sit+1
j − Sitj

∣∣∣∣
∞∣∣∣∣Sit+1

j

∣∣∣∣
∞

= max
1≤i≤n


∣∣∣Sit+1

j

∣∣k+1

i
− Sitj

∣∣k+1

i

∣∣∣∣∣∣Sit+1
j

∣∣k+1

i

∣∣∣
 ≤ tolsol, (6.1)

onde Sk+1
j indica as densidades populacionais no nível de tempo k + 1, it + 1 o nível iterativo

do método de Gauss-Seidel e tolsol é a tolerância do erro relativo para os sistemas. Para a
verificação da convergência do método de Gauss-Seidel, utiliza-se o critério de Sassenfeld,
descrito pelo Teorema 2.10.

Como S1 e S2 são as densidades populacionais da presa e do predador, res-
pectivamente, para obter a população total, em um tempo t, deve-se calcular a área delimitada
pelas curvas S1 e S2 e o eixo coordenado, utilizando o conceito de integral definida, ou seja,

Pj(t) =

xf∫
x0

Sj(x, t)dx, j = 1, 2, (6.2)

onde P1 e P2 são, respectivamente, as populações da presa e do predador no tempo t. Para
calcular as integrais numericamente, utiliza-se os métodos descritos na seção 2.3.2 do capítulo
2, ou seja, Regra do Trapézio, 1/3 e 3/8 de Simpson. Deve ser ressaltado que no código consta
a implementação dos três métodos, de tal forma a utilizar o método conforme a necessidade.

Para uma melhor compreensão do código, apresenta-se no Algoritmo 1 um
esquema resumido de seu desenvolvimento.
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Algoritmo 1: Principal.f90
Entrada: NI, NJ, τj, Dj, Fj, L, T, S

0
j , kj, tolsol, tolper

Saída: Sj, Pj(t)
Inicialização: Declaração das variáveis
Dados: Leitura dos parâmetros: "PARAMETROS−PP.dat"
Sub-rotina: Condições Iniciais
enquanto ( t < T ) faça

t = t+ ∆t

Sub-rotina: Cálculo da População
Equação (6.2)
Sub-rotina: Solução do sistema linear
Equações (4.39) e (4.43)
Sub-rotina: Verificação do regime de permanência

fim
Gravação: Gravação dos dados
Gráficos: Geração dos gráficos utilizando o Gnuplot

Fonte: Próprio autor

Para a verificação do regime permanente, o código calcula a norma do má-
ximo da diferença entre um nível de iteração e o nível subsequente, ou seja, ||Sk+1

j − Skj ||∞.
Quando ||Sk+1

j −Skj ||∞ ≤ tolper, onde tolper é a tolerância para o regime permanente, para veri-
ficar se o regime permanente persiste e não ocorre oscilações, regista-se o tempo computacional
levado para alcançar pela primeira vez esse estágio, e calcula-se mais 20% desse tempo. Caso o
regime de permanência não se altere durante o tempo adicional, então a simulação é encerada.

Para analisar a estabilidade das discretizações que descrevem o sistema reativo-
convectivo-difusivo com retardo, realiza-se experimentações numéricas. Deste modo, para cada
caso proposto são realizadas simulações com diferentes partições no espaço e no tempo, ou seja,
para vários valores de NI e NJ e depois de alcançado o regime permanente regista-se as po-
pulações.

6.2 SIMULAÇÕES

Para analisar a estabilidade das discretizações serão considerados casos testes,
envolvendo a equação de difusão, o modelo Lotka-Volterra logístico e o modelo proposto por
este trabalho. Nos testes realizados utiliza-se a tolerância tolper = 10−7 para a verificação do
estado de regime permanente.

6.2.1 Equação de Difusão

Para obter a solução da equação de difusão, a partir do sistema (3.26), consideram-
se os parâmetros apresentados na tabela 6.1.
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Tabela 6.1: Parâmetros para equação de difusão
Termos Presa (j = 1) Predador (j = 2)

Relaxação temporal (τj) 0.0 0.0
Taxa de Natalidade (aj) 0.0 0.0

Coeficiente de Saturação (bj) 0.0 —
Coeficiente de interação (cj) 0.0 0.0
Coeficiente de Difusão (Dj) 1.0 1.0

Tempo final (T ) 1.0 1.0
Espaçamento temporal (∆t) 0, 00001 0, 00001

Espaço (L) 1.0 1.0
Espaçamento espacial (∆x) 0, 0025 0, 0025

Condições iniciais (Aj) 0.0 0.0
Condições iniciais (Bj) 100 sen(πx) 100 sen(πx)
Condições iniciais (Cj) 1.0 1.0

Observe que ao considerar os termos fontes identicamente nulos (tabela 6.1),
assim como a velocidade u e os termos de retardo τj , o sistema predador-presa (3.26), se resume
no modelo de difusão dado pela equação

∂S1(x, t)

∂t
= D1

∂2S1(x, t)

∂x2
(6.3)

com condição inicial e de fronteira dadas por

S1(x, 0) = 100sen(πx), 0 ≤ x ≤ 1 (6.4)

S1(0, t) = S1(1, t) = 0, t > 0, (6.5)

cuja solução analítica é [8]

S1(x, t) = 100 exp(−π2t) sen(πx). (6.6)

Utilizando os parâmetros da tabela 6.1, tem-se o gráfico da condição inicial
para o modelo de difusão apresentado na figura 6.1 e as soluções numérica e analítica, conside-
rando 0 ≤ t ≤ 1.0, na figura 6.2, utilizando ∆x = 0, 0025 e ∆t = 0, 00001.
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Figura 6.1: Condição inicial para a equação de difusão (6.3)
Fonte: Autor
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Figura 6.2: Equação da difusão (6.3): (a) Solução numérica. (b) Solução analítica.
Fonte: Autor

Pode-se observar, figura 6.2, que a solução numérica apresenta o mesmo de-
caimento exponencial que a solução analítica, figuras 6.2(a) e 6.2(b). Como uma alternativa
para uma melhor compreensão dos resultados, apresenta na figura 6.3 uma mapa de cores dos
resultados no plano xt.
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Figura 6.3: Mapa de cores para a equação de difusão (6.3): (a) Numérica. (b) Analítica.
Fonte: Autor
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Apresenta-se um comparativo entre os valores em alguns pontos da solução
numérica e analítica da equação de difusão por meio da tabela 6.2.

Tabela 6.2: Comparação entre solução numérica e analítica da equação do calor
(x, t) Solução Numérica Solução Analítica Erro = |Solnum − Solana|

(0.2025, 0.2) 8.270322432 8.253002110 0.017320322
(0.3975, 0.2) 13.18863288 13.17711119 0.01152169
(0.6025, 0.2) 13.18863288 13.17711081 0.01152207
(0.8075, 0.2) 7.908158948 7.897955240 0.010203708
(0.2025, 0.4) 1.171627837 1.146433722 0.025194115
(0.3975, 0.4) 1.845006652 1.830447205 0.014559447
(0.6025, 0.4) 1.845006652 1.830447151 0.014559501
(0.8075, 0.4) 1.120321395 1.097113766 0.023207629
(0.2025, 0.6) 0.167610254 0.159252386 0.008357868
(0.3975, 0.6) 0.268861735 0.254269461 0.014592274
(0.6025, 0.6) 0.268861735 0.254269454 0.014592281
(0.8075, 0.6) 0.160270478 0.152401296 0.007869182
(0.2025, 0.8) 2.270496169x10−2 2.212192651x10−2 0.0005830352
(0.3975, 0.8) 3.850690151x10−2 3.532085436x10−2 0.0031860472
(0.6025, 0.8) 3.850690151x10−2 3.532085333x10−2 0.0031860482
(0.8075, 0.8) 2.164297648x10−2 2.117023394x10−2 0.0004727425

Pode-se observar pela tabela 6.2 que o erro máximo cometido foi de 0.025194115,

utilizando ∆x = 0, 0025 e ∆t = 0, 00001.

6.2.2 Modelo predador-presa Lotka-Volterra logístico

O modelo Lotka-Volterra logístico apresentado por [32] considera a variação
populacional somente no tempo, enquanto que o modelo proposto, sistema (3.26), além de
considerar a variação temporal, também leva em consideração a variação espacial (densidade).
Assim, para que se possa fazer comparações entre os métodos, com o objetivo de verificar a
implementação numérica, deve-se considerar alguns parâmetros extras, tais como as condições
iniciais, uma vez que no modelo proposto Sj(x, t) representa a densidade das populações no
tempo e espaço, enquanto que o modelo apresentado por [32] Sj(t) representa a população em
função do tempo.

Para se obter o modelo Lotka-Volterra logístico análogo ao apresentado em
[32], considera-se os parâmetros dados na tabela 6.3.

Substituindo os valores da tabela 6.3 na equação (3.25), resulta no sistema de
equações 

∂S1

∂t
−D1

∂2S1

∂x2
= S1 − 0.5S2

1 − 0.5S1S2

∂S2

∂t
−D2

∂2S2

∂x2
= −0.75S2 + 0.5S1S2 (6.7)
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Tabela 6.3: Parâmetros Lotka-Volterra logístico
Termos Presa (j = 1) Predador (j = 2)

Relaxação temporal (τj) 0.0 0.0
Taxa de Natalidade (aj) 1.0 0.75

Coeficiente de Saturação (bj) 0.5 —
Coeficiente de interação (cj) 0.5 0.5
Coeficiente de Difusão (Dj) 0.0 e 0.05 0.0 e 0.05

Tempo final (T ) 100 100

Espaçamento temporal (∆t)
0.05, 0.025, 0.05, 0.025,

0.0012 e 0.0003 0.0012 e 0.0003
Espaço (L) 10 10

Espaçamento espacial (∆x)

0.9090, 0.4347, 0.9090, 0.4347,
0.0523, 0.0261, 0.0523, 0.0261,
0.0130, 0.00163, 0.0130, 0.00163,

0.00651 e 0.000814 0.00651 e 0.000814

com condições de fronteira do tipo Dirichlet, ou seja, S1(0, t) = S1(L, t) = S2(0, t) =

S2(L, t) = 0.0 e condições iniciais dadas por

S0
1 =

1 ; 4.5 ≤ x ≤ 5.5

0 ; caso contrário
; S0

2 =

0.5 ; 4.5 ≤ x ≤ 5.5

0 ; caso contrário
(6.8)

e por

S0
1 =

1 ; 3.5 ≤ x ≤ 4.5

0 ; caso contrário
; S0

2 =

0.5 ; 5.5 ≤ x ≤ 6.5

0 ; caso contrário.
(6.9)

Para as condições (6.8), por exemplo, as populações iniciais são calculadas
por

P1(0) =

10∫
0

S1(x, 0)dx =

4.5∫
0

0dx+

5.5∫
4.5

1.0dx+

10∫
5.5

0dx = 1.0, (6.10)

P2(0) =

10∫
0

S2(x, 0)dx =

4.5∫
0

0dx+

5.5∫
4.5

0.5dx+

10∫
5.5

0dx = 0.5. (6.11)

Similarmente obtêm-se as mesmas populações iniciais para as condições (6.9). As condições
iniciais consideradas nos testes são tomadas de tal forma a manter a quantidade das populações
iniciais equivalentes ao apresentado por [32].

Para o primeiro teste, considera-se a condição inicial (6.8) e os termos difu-
sivos D1 = D2 = 0.0, cujos os resultados numéricos encontram-se apresentados nas figuras
6.4 e 6.5, utilizando ∆t = 0.0003 e ∆x = 0.000814. A figura 6.4 representa as densidades
populacionais do sistema (6.7), onde a figura 6.4 (a) descreve a densidade da presa e a figura
6.4 (b) a do predador, para 0 ≤ t ≤ 25.
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Figura 6.4: Densidade populacional até atingir o regime permanente para as condições iniciais
(6.8): (a) Presa - (b) Predador.

Fonte: Autor

Na figura 6.5 (a) é apresentada as densidades iniciais e na figura 6.5 (b) a
evolução das populações ao longo do tempo (0 ≤ t ≤ 25), onde as populações em cada instante
do tempo t, são obtidas por

Pj(t) =

10∫
0

Sj(x, t)dx, j = 1, 2. (6.12)
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Figura 6.5: Modelo predador-presa logístico com condição inicial dada pela equação (6.8): (a)
Densidade inicial. (b) Evolução das populações ao longo do tempo até atingir o regime de
permanência.

Fonte: Autor

Ao comparar as figuras 6.5(b) e a figura 1.6, pode-se observar o mesmo com-
portamento e estabilidade populacional entre os modelos. A principal diferença entre os mode-
los de Lotka-Volterra logístico apresentado em [32] e o proposto por este trabalho encontra-se
na variável espacial, porém, devido a inexistência da difusão espacial, o problema varia apenas
no tempo, como em [32].
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Para a análise de estabilidade numérica considere a tabela 6.4. Pode-se ob-
servar por meio das simulações que ao fixar ∆x e variar ∆t o valor das populações se diferen-
ciam apenas após a quinta casa decimal, podendo ser considerada estável na variável temporal.
Pode-se observar ainda que ao variar o valor de ∆x, mantendo ∆t fixo, a população também
estabiliza, como pode ser observado na tabela 6.4, destacado em cinza.

Tabela 6.4: Valores das populações após atingirem o regime permanente de algumas das simu-
lações para as condições iniciais (6.8)

∆x ∆t População de Presa População de Predador
0.9090 0.05 1.0227276 0.3409088
0.4347 0.025 1.9565228 0.6521731
0.0523 0.0003 1.4725071 0.4908375
0.0261 0.0003 1.5274089 0.5091382
0.0130 0.0003 1.5107500 0.5035852
0.00651 0.0003 1.5016673 0.5008735
0.00163 0.0003 1.5007316 0.5005696

0.000814 0.0003 1.5006254 0.5002236

Para o segundo teste, considera-se a condição inicial (6.9) e os termos difusi-
vos D1 = D2 = 0.0, cujos resultados numéricos encontram-se apresentados nas figuras 6.6 e
6.7, utilizando ∆t = 0.0003 e ∆x = 0.000814.
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Figura 6.6: Densidade populacional para o modelo ao longo do tempo para as condições iniciais
(6.9): (a) Presa - (b) Predador.

Fonte: Autor

Observa-se na figura 6.7(a) que as densidades iniciais não ocupam o mesmo
espaço. Através das figuras 6.6 e 6.7(b) verifica-se que o efeito de predação não ocorre, o que
pode ser justificado pelo fato das densidades iniciais estarem ocupando espaços distintos e dos
coeficientes de difusibilidade serem nulos, desta forma o predador não encontra a presa, e como
efeito, o predador vai a extinção enquanto que a presa atinge a saturação.
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Figura 6.7: Modelo predador-presa logístico com condição inicial dada pela equação (6.9): (a)
Densidade inicial. (b) Evolução das populações ao longo do tempo.

Fonte: Autor

Para o terceiro teste considera-se as condições iniciais (6.9), com os termos
de difusão D1 = D2 = 0.05 e obtém-se os resultados dados pelas figuras 6.8 e 6.9, utilizando
∆t = 0.0003 e ∆x = 0.000814.
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Figura 6.8: Densidade populacional ao longo do tempo para as condições iniciais (6.9) e difusão
D1 = D2 = 0.05: (a) Presa - (b) Predador.

Fonte: Autor

Observa-se na figura 6.9(a) que as densidades iniciais não ocupam o mesmo
espaço, contudo as figuras 6.8 e 6.9(b) mostram que o efeito de predação ocorre, isto é, os
predadores, com o passar do tempo, encontraram as presas e não entram em extinção, que pode
ser justificado pelo fato dos coeficientes de difusibilidade serem não nulos. Outro fato que pode
ser observado é o aumento da população das presas, uma vez que tais populações se difundem
no espaço.
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Figura 6.9: Modelo predador-presa logístico com condição inicial dada pela equação (6.9) e
difusão D1 = D2 = 0.05: (a) Densidade inicial. (b) Evolução das populações ao longo do
tempo.

Fonte: Autor

Para a análise de estabilidade numérica do terceiro teste considera-se a tabela
6.5. Pode-se observar por meio das simulações que, ao fixar ∆x e variar ∆t, o valor das po-
pulações se diferenciam apenas após a quinta casa decimal, podendo ser considerada estável na
variável temporal. Pode-se observar ainda que ao variar o valor de ∆x, mantendo ∆t fixo, a
população também estabiliza-se, ou seja, as variações começam a diminuir ao refinar a malha,
como pode ser observado na tabela 6.5, destacado em azul.

Tabela 6.5: Valores das populações do sistema com difusão após atingirem o regime permanente
∆x ∆t População de Presa População de Predador

0.909090 0.05 15.5440508 4.6619882
0.4347 0.025 15.2711094 4.4390873
0.0523 0.0003 14.9577162 4.3352670
0.0261 0.0003 14.7795783 4.2808783
0.0130 0.0003 14.6960163 4.2541210

0.00651 0.0003 14.6556510 4.2409165
0.00163 0.0003 14.6357987 4.2343599

0.000814 0.0003 14.6259533 4.2310929

6.2.3 Modelo reativo-convectivo-difusivo com retardo predador-presa

Nesta subseção serão realizados dois testes nos quais, utilizam-se campos de
velocidades distintos e em ambos os testes serão considerados as condições iniciais dadas pela
equação (6.8). Para o primeiro teste será considerado o campo de velocidade uniforme nulo,
ou seja, u ≡ 0. No segundo teste será considerado o campo de velocidade uniforme com
velocidade constante u ≡ 1.0. O objetivo dos testes será observar qual a influência do campo
de velocidade na dinâmica das populações.
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Em ambos os teste utiliza-se os parâmetros dados pela tabela 6.6 e ∆x =

0.00613 e ∆t = 0.000625 para gerar as soluções do modelo. Considera-se em ambos os testes
as condições iniciais dadas por

∂Sj(x, t)

∂t

∣∣∣∣t=0

x

= 0, ∀x ∈ [0, L] e j = 1, 2. (6.13)

Tabela 6.6: Parâmetros do modelo reativo-convectivo-difusivo com retardo
Termos Presa (j = 1) Predador (j = 2)

Relaxação temporal (τj) 0.0001 0.0001
Taxa de Natalidade (aj) 1.0 0.75

Coeficiente de Saturação (bj) 0.5 —
Coeficiente de interação (cj) 0.5 0.5
Coeficiente de Difusão (Dj) 1.0 1.0

Tempo final (T ) 100 100

Espaçamento temporal (∆t)
0.01, 0.005, 0.0025, 0.01, 0.005, 0.0025,
0.00125 e 0.000625 0.00125 e 0.000625

Espaço (L) 10 10

Espaçamento espacial (∆x)
0.099009, 0.04926, 0.099009, 0.04926,
0.02457, 0.012269, 0.02457, 0.012269,

0.00613 0.00613
Condições iniciais (Aj) 4.5 4.5
Condições iniciais (Bj) 1.0 0.5
Condições iniciais (Cj) 5.5 5.5

Para o primeiro teste considera-se os parâmetros da tabela 6.6 e o campo de
velocidade u ≡ 0, cujos resultados numéricos encontram-se apresentados nas figuras 6.10-6.12.
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Figura 6.10: Densidade populacional para o modelo considerando u ≡ 0.0 para as condições
iniciais 6.8: (a) Presa - (b) Predador.

Fonte: Autor

Para melhor visualizar a dinâmica populacional apresentada pela figura 6.10
mostra-se um mapa de cores das densidades populacionais, figura 6.11.
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Figura 6.11: Mapa de cores da figura 6.10: (a) Presa. (b) Predador.
Fonte: Autor

Para o mapa de cores da figura 6.10 (b), representado na figura 6.11 (b), fez-se
necessário diminuir a escala do mapa de cores do predador, tendo em vista a baixa densidade
registrada para o predador, em relação a presa. Pode-se observar que não havendo a influência
do campo de velocidade as densidades são simétricas em relação ao centro do domínio, figuras
6.10 e 6.11. Na figura 6.11 (b) pode-se observar que o predador se difunde e diminui a den-
sidade, e para t ≥ 25 volta a aumentar a densidade, como reflexo a população total também
aumenta, figura 6.12 (b).
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Figura 6.12: Modelo reativo-convectivo-difusivo com retardo pra a condição inicial dada pela
equação (6.8) com u ≡ 0: (a) Densidade inicial. (b) Evolução das populações ao longo do
tempo.

Fonte: Autor

Para o segundo teste considera-se os parâmetros da tabela 6.6 e o campo de
velocidade u ≡ 1, cujos resultados numéricos encontram-se apresentados nas figuras 6.13-6.15.
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Figura 6.13: Densidade populacional para o modelo considerando u ≡ 1.0 para as condições
iniciais (6.8): (a) Presa - (b) Predador.

Fonte: Autor

Para melhor visualizar a dinâmica populacional apresentada pela figura 6.13
mostra-se um mapa de cores das densidades populacionais, figura 6.14.
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Figura 6.14: Mapa de cores da figura 6.13: (a) Presa. (b) Predador.
Fonte: Autor

Para o mapa de cores da figura 6.13 (b), representado na figura 6.14 (b), fez-se
necessário diminuir a escala do mapa de cores do predador, tendo em vista a baixa densidade
registrada para o predador, em relação a presa. Pode-se observar pela figura 6.14 o efeito do
campo de velocidade não nulo sobre a densidade da presa e do predador. Para a dinâmica po-
pulacional da presa, quando não se considera a influência do campo de velocidade na dinâmica
populacional, figura 6.11 (a), as densidades são simétricas em relação ao centro do domínio,
contudo quando considera-se um campo de velocidade não nulo a simetria em relação ao centro
do domínio não ocorre e as densidades máxima se desloca para a direita do domínio devido o
efeito convectivo, como pode ser observado na figura 6.14 (a).
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Figura 6.15: Modelo reativo-convectivo-difusivo com retardo pra a condição inicial dada pela
equação (6.8): (a) Densidade inicial. (b) Evolução das populações ao longo do tempo.

Fonte: Autor

Para a verificar a estabilidade observe a tabela 6.7. Pode-se observar que ao
variar o valor de ∆x, mantendo ∆t fixo, a população estabiliza, como pode ser observado na
tabela 6.7, destacado em cinza.

Tabela 6.7: Estabilidade da discretização do sistema com retardo e u ≡ 1.0
∆x ∆t População de Presa População de Predador

0.0990099009 0.01 12.8696287 5.6294691·10−5

0.0990099009 0.005 12.8694170 8.8451403·10−5

0.0492610837 0.005 12.7950501 6.5374391·10−5

0.0492610837 0.0025 12.7945982 1.0455914·10−4

0.0245700245 0.0025 12.7579120 8.9757384·10−5

0.0245700245 0.00125 12.7569091 1.4489932·10−4

0.0122699386 0.00125 12.7386876 1.3448623·10−4

0.0122699386 0.000625 12.7364185 2.1844618·10−4

0.0061312078 0.000625 12.7273130 2.1754711·10−4

Por meio das figuras 6.12 (b) e 6.15 (b) pode-se observar que ao introduzir
o efeito convectivo do meio extinguiu a população de predadores, em outras palavras, o efeito
convectivo dificultou a predação.

Para uma melhor visualização das simulações realizadas observe a figura 6.16,
onde para cada J considera-se os valores de NJ = 2J · 100001, e faz-se ∆t = T

NJ
. Pode-se

observar pela figura 6.16, que ao refinar a malha no espaço as populações estabilizam-se.
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Figura 6.16: Simulações realizadas para verificação da estabilidade da equação com retardo:
(a) Presa. (b) Predador.

Fonte: Autor
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7 CONCLUSÃO

Neste trabalho foi realizado uma revisão bibliográfica dos modelos de dinâ-
mica populacional e de sistemas do tipo predador-presa. Com o objetivo de se obter um modelo
que possa representar de forma mais significativa a dinâmica de populações, propô-se um mo-
delo de um sistema predador-presa que contempla os fenômenos difusivos, convectivos, reativos
e de retardo.

Na sequência discretizou-se o modelo proposto usando o método de diferen-
ças finitas para aproximar as derivadas parciais, afim de se obter uma solução numérica para o
sistema predador-presa e comparar com modelos existentes na literatura.

Verificou-se que o método aplicado para discretizar as equações gerou uma
discretização consistente com a equação que se deseja resolver numericamente.

Finalmente, verificou-se por intermédio de simulações numéricas, que o mo-
delo proposto, quando considerado em situações equivalentes aos modelos existentes, obtêm
resultados numéricos qualitativamente próximos. Outro ponto observado, foi a importância da
difusão das populações na dinâmica populacional.

Nos testes realizados na subseção 6.2.2, o processo de difusão não foi consi-
derado e as populações encontravam-se separadas espacialmente, assim a população de presa
cresceu até atingir a saturação do ambiente, onde estavam confinadas, enquanto que a população
de predadores foi a extinção, devido a falta de presas. No teste em que considerou as populações
separadas espacialmente, contudo com o efeito da difusão nas populações, verificou-se que o
efeito de predação ocorreu e a população dos predadores não extinguiu-se.

Nos testes realizados na subseção 6.2.3, onde foi considerado a influência do
campo de velocidade, observou-se que as dinâmica das populações se alteram, de tal modo a
perder a simetria nas densidades, quando comparadas ao caso onde não há influência do campo
de velocidade, alterando a quantidade das populações. Observou-se ainda que o efeito convec-
tivo do campo de velocidades do fluido dificultou a predação, ou seja, ao considerar o campo
de velocidades uniforme não nulo, a população de presas atingiu a saturação do ambiente, em
contrapartida a população de predadores extingui-se. Enquanto que ao considerar um campo de
velocidade identicamente nulo, e os efeitos de difusão e predação ocorreram e a população dos
predadores não resultou em extinção

Como trabalhos futuros pretende-se acoplar ao modelo proposto pelo presente
trabalho às equações de Navier-Stokes, fazendo assim com que o campo de velocidade deixe
de ser prescrito e passe a ser calculado. Pretende-se ainda utilizar outras condições iniciais,
algumas já implementadas no código, assim como outros termos fontes para a presa e para o
predador apresentados na literatura. Por fim, pretende-se estudar o modelo em 2D.

As publicações obtidas a partir dos resultados desse trabalho são enumeradas
abaixo:
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1. ORGANISTA, J. ; ROMEIRO, N. M. L. ; CIRILO, E. R. ; NATTI, P. L.. Modelagem das
equações telegráficas presa-predador em meio fluido. Proceeding Series of the Brazilian
Society of Applied and Computational Mathematics, v. 6, n. 1, p. 010177:1-2, 2018.
Trabalho apresentado no XXXVII CNMAC, S.J. dos Campos - SP, 2017.

2. LUIZ, K. S. ; ORGANISTA, J. ; ROMEIRO, N. M. L. ; CIRILO, E. R. ; NATTI, P.
L. . Esquema Explícito e Implícito aplicado a um Modelo Predador-Presa: Simulações
numéricas. Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational
Mathematics, v. 6, n. 1, p. 010120:1-2. Trabalho apresentado no XXXVII CNMAC, S.J.
dos Campos - SP, 2017.

3. ORGANISTA, J.; CIRILO, E. R. ; ROMEIRO, N. M. L.; NATTI, P. L. Modelagem e si-
mulações numéricas das equações telegráficas presa-predador em meio fluido. In: I Sim-
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